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FUNZIONE A DUE VARIABILI REALI

Sia R X R = R? I'insieme delle coppie ordinate di numeri reali detto prodotto
cartesiano e X un sottoinsieme di R? ossia X € R?.

Si definisce una funzione reale a variabile reale una relazione o applicazione che ad
ogni elemento dell’insieme, associa uno e un solo elemento di R e si indica cosi:

fiX S R?2>R

Rz

Esempi ...

V



CONCETTI BASE



LIMITI PER FUNZIONI A PIU VARIABILI

Data la funzione f: X > R con X € R™ e xY € R™ si definisce che [ & limite di f per

x tendente a x° e si scrive lim f(x) = [ se
A x—x0

2 VI(D) 31(°):vx € 1(x°) N X;x = x°  f(x) € I(])

o]
4
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DERIVATA PER FUNZIONI A PIU VARIABILI

f:A—> Rcon A C R"™, A aperto.

4

flx,y)=—-In(1+x%+y?)+3 gl

= Sia x = x° + tu € A vettore uscente da x° e parallelo a u

0 _ 0
Se esiste finito ltir% g +t1? 1<) =1l ER, f sidice

derivabile in x° nella direzione u e tale limite si indica come
Duf(xo) derivata direzionale in x° nella direzione u

= Le derivate direzionali rispetto alle direzioni parallele
agli assi coordinati si chiamano derivate parziali e si
ordinano nel gradiente Vf (x):

of -
_De(l)f(x)_ 0x1 of
D,of()| _|2L ax
Vf(x) - € . — 63.52 af
_De(n)f(x)_ i 4

| 0xn |




TAYLOR PER FUNZIONI A DUE VARIABILI

Data una funzione f (x,y) che ammette derivate parziali in un punto (a, b) 35
I'approssimazione di Taylor al primo ordine é:

flx,y)=—-In(1+x2+y?)+3




TAYLOR PER FUNZIONI A DUE VARIABILI

Data una funzione f (x,y) che ammette derivate parziali in un punto (a, b)
I'approssimazione di Taylor al primo ordine é:

fx,y) = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + f,,(a,b)(y — b)

In (1, —1) si ottiene:

fey) = —In@) +3-(x -+ +1)




TAYLOR PER FUNZIONI A DUE VARIABILI

Data una funzione f (x,y) che ammette derivate parziali in un punto (a, b)
I'approssimazione di Taylor al primo ordine é:

f,y) = f(a,b) + fr(a,b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)

'approssimazione di Taylor al secondo ordine &
f(X,Y) ~ f(a, b) + fx(a; b)(x _ a) + fy(a; b)(y T b)+

xx (D fyy(a,b)
f(za )(x—a)2+ yyz (y—b)2+

fay(a, b)(x — a)(y — b)



FORME QUADRATICHE

Un caso particolare di funzione a piv variabili & quando la funzione si pud esprimere
come:

Q(Xl, ,Xn) —= z ajjXiXj
i<j
o, alternativamente, come:
Q(x) = x"Ax

dove A & la matrice simmetrica con elementi a;;.

Una forma quadratica assume ovviamente valore 0 quando x = 0, risulta interessante
capire se, quando x # 0, la funzione Q(x) assume solo valori positivi, solo negativi, o
entrambi.



SEGNO DELLE FORME QUADRATICHE

Una forma quadratica assume ovviamente valore 0 quando x = 0, risulta interessante
capire se, quando x # 0, la funzione Q(x) assume solo valori positivi, solo negativi, o
entrambi. Questo studio prende il nome di segno della forma quadratica.

Se, per x # 0, la funzione Q(x)
assume solo valori positivi, si dice definita positiva
assume solo valori non-negativi, si dice semidefinita positiva
assume solo valori negativi, si dice definita negativa
assume solo valori non-positivi, si dice semidefinita negativa
assume qualsiasi valore, si dice indefinita

La matrice simmetrica A corrispondente a Q(x) & chiamata con la stessa terminologia
in base al segno di Q(x).



STUDIO SEGNO DELLE FORME QUADRATICHE

Data una matrice A quadrata e simmetrica, le sue sottomatrici principali sono
ottenute prendendo le prime k righe e le prima k colonne:

k=1 k=2 k=3
ai1| Q12 QA3 a1 A2 A13 a1 Q12 Qg3
A=|0z1 Gy Qa3 A=|0z1 Gy Q33 A=|Az1 Gy Aasz
a3z1 QAzp AQA3z3 |dz1 a3z Az3 a3zq1 QAzp A3z

| loro determinanti sono chiamati minori principali della matrice A.



STUDIO SEGNO DELLE FORME QUADRATICHE

se tutti i minori principali sono > 0 allora A si dice definita positiva
se tutti i minori principali sono = 0 allora A si dice semidefinita positiva

se i minori principali dispari sono < 0 e i minori principali pari sono > 0 allora A si dice
definita negativa

se i minori principali dispari sono < 0 e i minori principali pari sono = 0 allora A si dice
semidefinita negativa

altrimenti A si dice indefinita



SEGNO DI UNA FORMA QUADRATICHE

Ricordando il concetto di autovalore, & possibile utilizzarlo come metodo alternativo
per lo studio del segno di una forma quadratica x " Ax. In particolare:

se tutti gli autovalori sono > 0 allora A si dice definita positiva
se tutti gli autovalori sono = 0 allora A si dice semidefinita positiva
se tutti gli autovalori sono < 0 allora A si dice definita negativa
se tutti gli autovalori sono < 0 allora A si dice semidefinita negativa

altrimenti A si dice indefinita
Esempi ...

Dal segno della forma quadratica abbiamo evidenti implicazioni sull’ottimizzazione.



IMPLICAZIONE SULL'OTTIMIZZAZIONE

definita positiva definita negativa
floy) = x* PR y* fooy) = ‘le_‘ xy —y*
1 —= -1 —=
A= A= 1 2 ¢
—— -1
2 |




IMPLICAZIONE SULL'OTTIMIZZAZIONE

semidefinita positiva semidefinita negativa

flx,y) = x>+ 2xy + y? fx,y) = —x% — 2xy — y?

_ _1 _1 5.‘.2
A_[—l —1 4




IMPLICAZIONE SULL'OTTIMIZZAZIONE

indefinita

flx,y) = —x? + 2xy + y?

a=[3 ]
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