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OTTIMIZZAZIONE

Ofttimizzare una funzione significa individuare i suoi punti estremi, cioé i massimi ed i
minimi. Questo ha un evidente impatto in tutti i problemi rappresentabili con funzioni
matematiche: in ambito economico si possono pensare, per esempio, alla
massimizzazione dei profitti o alla minimizzazione dei costi.

Esistono diverse forme di ottimizzazione:
Ottimizzazione non vincolata
Ottimizzazione vincolata con vincoli di uguaglianza
Ottimizzazione vincolata con vincoli di disuguaglianza
Ottimizzazione vincolata con vincoli di uguaglianza e di disuguaglianza

Ottimizzazione vincolata con vincoli di disuguaglianza (Kuhn-Tucker)



OTTIMIZZAZIONE NON VINCOLATA

Per determinare i punti estremanti in una funzione g(x) a una variabile utilizzando le derivate
seguiamo questa procedura in due passaggi:

= troviamo un punto X che annulla la derivata prima g'(x) (condizione primo ordine)

= verifichiamo il segno della derivata seconda nel punto critico g''(x) (condizione secondo ordine)

Procediamo allo stesso modo per una funzione a f(x) piv variabili:
* troviamo il vettore x che annulla il gradiente risolvendo Vf (x) = 0 (condizione primo ordine)

" studiamo il segno della matrice delle derivate seconde (I'Hessiano, H) in corrispondenza del
vettore critico H(X() (condizione secondo ordine)

* ricordiamo che lo studio del segno pud svolgersi con i minori principali o con gli autovalori

" ricordiamo che nel caso di forme quadratiche si pud studiare il segno della matrice simmetrica A invece che H



OTTIMIZZAZIONE NON VINCOLATA

Concentriamoci sulla condizione secondo ordine, che pud essere declinata in due modi: come condizione
sufficiente (piu forte) o come condizione necessaria (piu debole). Vediamo le differenze.

Come condizione sufficiente, quando I’'Hessiano é definito:

Se x & punto critico (cioé soddisfa la condizione del primo ordine) e
" H(xy) é definita negativa, allora x; & punto di massimo locale flx,y)

H(0,0)
= H(xg) & definita positiva, allora xy & punto di minimo locale Floy) =x2 —xy +
1
H(0,0) = 1
2

flx,y) = =x% + 2xy + y?
Hoo =[71 ]




OTTIMIZZAZIONE NON VINCOLATA

Concentriamoci sulla condizione secondo ordine, che pud essere declinata in due modi: come condizione
sufficiente (piu forte) o come condizione necessaria (piv debole). Vediamo le differenze.

Come condizione necessaria, quando I’'Hessiano é semidefinito:

Se X & punto critico (cioé soddisfa la condizione del primo ordine) e

"se Xy & punto di massimo locale, allora H(x) & semidefinita negativa

floy) =—x*=y* flo,y) =x> —x* +y*
[ —4x3 _|3x% - 2x
(0,0) e punto critico (0,0) e punto critico
—12x? 0 _[6x—2 0 1M
H(X,y) = [ 0 _12y2] H(X,y) - 0 12y2

Ho0 =0 7 Ho0 =[7¢" ol

Semidef neg, no massimo locale

Massimo globale, semidef ne
J J la condizione é solo NECESSARIA

"se Xg & punto di minimo locale, allora H(x;) & semidefinita positiva



OTTIMIZZAZIONE NON VINCOLATA

Rissumendo:

se I’Hessiano & definito,
allora possiamo utilizzare la condizione sufficiente e siamo certi che x; & punto di ottimo locale

se il segno dell’Hessiano & semidefinito,
allora possiamo solo utilizzare la condizione necessaria e non siamo certi che X sia punto di
ottimo locale



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Analizziamo un problema pib ambizioso, vogliamo ottimizzare una funzione f(x) e
congiuntamente vogliamo che la soluzione rispetti un insieme di vincoli di uguaglianza.

Consideriamo che vogliamo massimizzare la funzione f(x) in n variabili e abbiamo un
insieme di m vincoli di uguaglianza da rispettare:

max f (X1, ..., Xp)
hl(xl, ...,xn) = (C

hy (X1, ..., X)) = Cy

Se invece dovessimo minimizzare la funzione possiamo «girare) il problema perché
min f = —max —f



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Per semplicitd, consideriamo il caso piv semplice: conn =2 e m = 1:

max f (xq,X5)
h(xbxz ) =C

Rappresentiamo le curve di livello di f e il vincolo h:

E’ chiaro che il punto migliore sia x™ in cui

il vincolo h risulta tangente alla curva di livello
perché garantisce che la curva di livello sia la
massima possibile (continuando a soddisfare il vincolo).

f(xlfo) =9
Risolvere il problema implica quindi imporre _

f(xerZ) =8
la tangenza tra f e h.

f(x11x2) =7

h(x{,x,) =c



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Per semplicitd, consideriamo il caso piv semplice: conn =2 e m = 1:

max f (xq,X5)
h(xbxz ) =C

Imporre la tangenza tra f e h significa imporre che hanno la stessa pendenza.
Ricordiamo che la pendenza di una funzione in due variabili & 'opposto del rapporto tra le
due derivate parziali. Pertanto otteniamo:

0 . oh . .
e CONN e

- of , oh ,
e CONUTC




OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Imponendo che le derivate
di h non siano nulle

of /. « oh .« of , of .«
a—xl(x)_ a—xl(x) a—xl(x)_m(x)_
Ty ey SR T o T H
axz axz ax1 axz

dove U é il valore comune tra i due rapporti.
Spezzando la doppia uguaglianza otteniamo:

5-(x")

axl a

a2, O oy = 2 (e Iy — u () =
S h 2 G mH 6D o SR —ag ) =0
X1

of . «
@(x ) _

of .« dh . of .« oh .
— - — = e —_— — —_ :0
el () =age () - R @) g (D)



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

af Jdh
6_961 (x*) — U a_x1 (x*) = Si tratta di un sistema in tre variabili (x1, x5, 1)
& quindi necessario aggiungere una terza
:Tf (x*) — U 6_h (x*) — equazione per poterlo risolvere
2

La soluzione di questo sistema di tre equazioni in tre variabili permette di individuare il punto
di ottimo vincolato.



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

ax1< x*) = o (x) = 0
() g (2 = 0

h(xl,xz) =

C’e@ un modo pil compatto per scrivere questo sistema.

Introduciamo la funzione Lagrangiana:

L(xq,x2, 1) = f(x1,x2) — u(h(xq,x3) — )

e uguagliamo a 0 il suo gradiente:

oL

a_x1‘° - ( ) — .U—(X)—O
oL o~
axz_o - axz( x*)—u Z(X)—O
oL

azo - h(xlixZ)zc

Come osservano Simon & Blume:

( Questo processo € magico.

Introducendo il moltiplicatore di Lagrange u
nel problema vincolato, abbiamo
trasformato un problema vincolato in due
variabili in un problema di ricerca dei punti
critici (non massimi o minimil) di una
funzione L(xq, X5, i) in una variabile in piv.
Abbiamo ridotto un problema vincolato in
due variabili in un problema non vincolato
in tre variabili.

Il costo di questa riduzione & l'inclusione
della variabile u che, come vedremo, ha un
fondamentale significato economico. »



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Ricordiamo che per ottenere il risultato precedente abbiamo dovuto imporre che le derivate
di h nel punto critico x™ fossero diverse da 0. Questa restrizione di chiama qualificazione

dei vincoli.

Esempi ...



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Generalizziamo il risultato ottenuto ricordando che volevamo risolvere questo problema con
f(x) in n variabili e un insieme di m vincoli di uguaglianza :

Occupiamoci della qualificazione dei vincoli (derivate dei vincoli non nulle). In questo caso
abbiamo n derivate per ciascuno degli m vincoli. Tutte queste derivate possiamo

max f (xq, ..., Xp)
hl(xl, ...,xn) = (C

hy (X1, ..., X,) = Cmy,

organizzarle in una matrice, detta Jacobiano:

J(x*) =

o
6x1

Ohm,

_6x1

(x*)

(x*)

dhq
0xp

Ohm
0xp

(x*)

()]

i vincoli sono qualificati se il rango di J(x*) e m



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Generalizziamo il risultato ottenuto ricordando che volevamo risolvere questo problema con
f(x) in n variabili e un insieme di m vincoli di uguaglianza :

max f (xq, ..., Xp)
hl(xl, ...,xn) = (C

hy (X1, ..., X,) = Cmy,

La soluzione ora & analoga al caso semplice: si costruisce una nuova Lagrangiana:
L(xq, oo Xy 1, oo ) = F (X, e, X)) — LRy Cog, o, x0) — €1 = = i [hin (X, -, X0) — €]

e, nuovamente, si impone uguale a 0 il suo gradiente riducendo un problema vincolato in un
problema non vincolato (con m variabili in piu)



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

LQX1, woes X bty s M) = (X1, o, X)) = g [Py (K, o, X)) — 1] = -

— .Um[hm(xb ---:xn) — Cp]



[ Of [ Oh

OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA | _oney o (70|l

of |~ | an

CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA ol o,

La precedente condizione di tangenza pud essere riscritta in un altro modo: se due curve sono
tangenti significa che i loro gradienti sono perpendicolari allo stesso piano. Pertanto, se due curve
sono tangenti i loro gradienti devono essere allineati, cioé I'uno & multiplo dell’altro.

X X
fx1,%2) =9 flxy,x,) =9
f(x11x2) =3 f(xlixZ) =3
f(xlixZ) =7 f(xltxZ) =7

h(xl) xZ) =C h(le xZ) = C



[ Of [ Oh

OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA | _oney o (70|l

of |~ | an

CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA ol o,

Non é importante che abbiano la stessa direzione, infatti 1* pud essere sia positivo sia negativo.
Tuttavia, l'intuizione che la tangenza pud essere imposta utilizzando i gradienti & importante perché
fondamentale per il prossimo argomento: i vincoli di disuguaglianza.

X X
fx1,%2) =9 flxy,x,) =9
f(x11x2) =3 f(xlixZ) =3
f(xlixZ) =7 f(xltxZ) =7

h(xl) xZ) =C h(xl) xZ) = C



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

Analizziamo un problema ancor pit ambizioso, vogliamo ottimizzare una funzione f(x) e
congiuntamente vogliamo che la soluzione rispetti un insieme di vincoli di disuguaglianza.

Consideriamo che vogliamo massimizzare la funzione f(x) in n variabili e abbiamo un
insieme di k vincoli di uguaglianza da rispettare:

max f (xq, ..., Xp)
91(x1, ., Xn) < by

Im (X1, e, X)) < by,

Se invece dovessimo minimizzare la funzione possiamo «girare) il problema perché
min f = —max —f

E se le disuguaglianze fossero con il maggiore possiamo «(girare) anche loro perché

g(x)=b diventa —g(x) < —b



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

Per semplicitd, consideriamo il caso piu semplice: conn =2 e k = 1:

max f (xq, X3)
g(xq,x3) < b

Rappresentiamo le curve di livello di f e il vincolo g:

ricordiamo che il vincolo & una disuguaglianza
quindi la regione ammissibile & I’ {(sotton
il vincolo.

f(xerZ) =9
f(xler) =8
f(x1,x2) =7

g(le xZ) =b



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

Distinguiamo tre casi in base a dove si troverebbe il massimo non vincolato di f:

Primo caso: si troverebbe «(fuori» dalla . In questo caso, utilizziamo
I'impostazione precedente uguagliando i due gradienti:

Vi(x*) = A*Vh(x™)

E’ pero importante che i gradienti vadano nella
stessa direzione (non é sufficiente che siano allineati),
quindi dobbiamo anche imporre che 4 = 0.

o . \ . X1,X2) =9

In questo caso il vincolo & «attivo) e deve valere con f G, %2)

il segno di disuguaglianza. f(xy,x,) =8
f(x1,x3) =7

g(x1,x2) = b



Quuesti due casi si possono riassumere
con la condizione:

OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA a1 =0
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA =25 05 msersnderie e

Distinguiamo tre casi in base a dove si troverebbe il massimo non vincolato di f:

Condizioni di complementarieta

Secondo caso: si troverebbe «(tdentro» alla Terzo caso: si troverebbe «sul bordo» della

. In questo caso, il vincolo . In questo caso, il vincolo
non e (attivo) e dobbiamo fare in modo che é (attivo» e deve inoltre valere con il simbolo
sia rimosso, sicuramente non ci serve la di uguaglianza.

condizione sui gradienti.

g(x1; xZ) =b



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

In generale, considerando qualsiasi n e qualsiasi k, 'uguaglianza dei gradienti e il rispetto dei vincoli di
disuguaglianza si pud rappresentare come il caso dei vincoli di uguaglianza cioé con la Lagrangiana:

L(xl, ...,xn, /11, ,/‘{k) — f(xl, .

faL_O oL
ox; T oxy,

g1(x1, e, X)) — by <0

Gr (X1, o, Xn) — b <0

Ay [91(xqg, s x) = b1] =0

Ak - Lgr (X1, oo, xp) — bl = 0

.,Xn) - /11 [gl(xl; "'ixn) - bl] -t Ak[gk(xli "'rxn) - bk]

Come nel caso con vincoli di uguaglianza, imponiamo le derivate
rispetto alle variabili x; uguali a zero e riportiamo i vincoli.

Non abbiamo le derivate rispetto a A; perché compaiono nelle
condizioni di complementarieta.

Condizioni di complementarietd: se il vincolo non & attivo il A & zero e
tutto si riduce a un problema non vincolato, se il vincolo & attivo il A &
maggiore di zero e diventa un vincolo di uguaglianza

Se il vincolo & attivo, i gradienti devono avere la stessa direzione.



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA

Anche in questo caso dobbiamo occuparci della qualificazione dei vincoli (derivate dei
vincoli non nulle). Nuovamente, calcoliamo le n derivate per ciascuno dei k vincoli e le
organizziamo nella matrice Jacobiano:

991 . , 291 , .|
9 (x*) ox, (x*)
J(x*) = ; : ; :
Ik oy . 09K
o, (x*) ox. (x )_

Chiaramente, & necessario che le derivate siano diverse da zero solo per i vincoli attivi,

quindi, affinché i vincoli siano qualificati, il rango di J(x™) deve essere uguale al numero di
vincoli attivi.

Esempi ...



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

CON VINCOLI Si mette tutto insieme...
DI UGUAGLIANZA E DI DISUGUAGLIANZA

L(xl' ey X M1, uum) — f(xli "'an) — [hl(le "'an) - Cl] T .um[hm(xli ...,Xn) — C’m]
_Al [91(961, "'an) - bl] R Ak [gk(xl' "'an) - Ck]
(0L oL
max f (X4, ..., Xy) a—xl_o,...,a_o
o, ot
hl(xl,...,xn) = (1 a,bll_ ’""6um_
hm(xl: ...,Xn) = Cpy ) gl(xl,...,xn) —b; <0
;qk(xl, ...,xn) - bk <0
91 (xl’ ,:Xn) = by {11 911y v x0) — b1 =0
Im (X1, o xp) < by M - [91Cer, s X)) = bie] = 0
\ 1, >0,..,, =0




OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA (KUHN-TUCKER)

In molti problemi, specialmente di natura economica, sono presenti specifici vincoli sulla
di tutte le variabili. Il problema diventa quindi:

max f (xq, ..., Xp)
g1(X1, s Xn) < by

Im (X1, o, Xn) < by

In questo caso, si potrebbe semplicemente utilizzare I'approccio precedente scrivendo la
corrispondente Lagrangiana:

L(xl, ey X Al' ...,Ak, V1) oee) vn)
— f(xlr ""xn) - Al[gl(xlr ""xn) — bl] T Ak[gk(xlr "'rxn) - bk] - vl(_xl) -t Un(_xn)

Ricordando che i vincoli di non-negativita vanno «giratin:



OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA
CON VINCOLI DI DISUGUAGLIANZA (KUHN-TUCKER)

L(xq, ey Xpy Ady eeny Agy V1, oo, Up)
= f(xll ---;xn) - Al[gl(xll ---;xn) - bl] -ttt Ak[gk(xl' ""xn) - bk] - vl(_xl) -t Un(_xn)

Due studiosi hanno invece proposto una soluzione alternativa che considera la funzione Lagrangiana
senza i nuovi vincoli e che prende il nome di funzione Lagrangiana di Kuhn-Tucker

LOxq, o, X, Agy oy A, U1,y oy V)

— f(xl' ---;xn) _ Al[gl(xb '"rxn) _ bl] T Ak[gk(xll "'an) - bk]
Le condizioni per l'individuazione del punto di ottimo diventano:
oL oL oL oL i
9L 0. 22 9% 0.2 Q.ues’rq f?rr.nulcmorfe |’.1CI un numero
dx4 0x,, 04 0y minore di disequazioni ed equazioni
_ _ _ _ da risolvere. Tuttavia, non sempre é la
oL oL dL oL piU semplice da implementare.
—=0,..,x,—=0 A,—=0,...,4,—=0
1 9%, ST 191, LEY
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