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Se confrontiamo la
distribuzione per eta
degli iscritti nelle GAE
con quella del personale

di ruolo, diventa
chiaro che la loro

assunzione consentira

di ringiovanire
sensibilmente il corpo
docente, che oggi ha
un’eta media di 51
anni, con un picco di
presenza in servizio a 59
anni d’eta.




CAMERA DEI DEPUTATI
Assemblea
Seduta di mercoledi 10 marzo 2010
Interrogazione arisposta immediata n. 3-00957 dell'On. Delia
Murer ed altri sulle iniziative relative ai ritardi verificatisi nelle
procedure per il rilascio ed il rinnovo del permesso di
soggiorno. Interviene il Ministro dell'interno On. Maroni

ROBERTO MARONI, Ministro dell'interno

[...] Inoltre, i tempi medi assoluti di conclusione del
procedimento si sono progressivamente ridotti, si e
passati dai 303 giorni del 2007 (tempi medi per il
rilascio del permesso) ai 271 del 2008, ai 101 del
2009, con unariduzione del 67 per cento rispetto al
2007 e del 63 per cento rispetto al 2008, quindi, di

oltre il 120 per cento in due anni.




Un’esperienza di avvio all’analisi dei dati e
all’'argomentazione
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Mumeri indice a base fissa

Ammo
1950
1955
1960
1965
1970
1975
1980
1985
1990
1995
2000
2001
2002
2003
2004
2005
20006
2007
2008
2009
2000
2011
2012
2013

Salario

100D
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307
429
250
1250
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e071L
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339
o6l
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Mumeri indice a base mobile

Anno
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Costo mensile di un paniere per 4 persone

Anno
1950
1955
1960
1965
1970
1975
1980
1985
1990
1995
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
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Anno
1930
1955
1960
1965
1970
1975
1980
1985
1950
1995
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013

Potere di acquisto del denaro
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0.33
0.31
0.24
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0.10
0.05
0.02
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0.02
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0.01
0.01
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Anno
1950
1955
1960
1965
1970
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1980
1985
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1995
2000
2001
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Potere di acquisto del salario

1.3
1.3
1.5
2.1
2.5
1.5
1.8
2.0
2.7
3.8
4.0
4.1
4.1
4.1
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3.3
3.3
3.4
3.6
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Il «dibattito»
Per un avvio all'argomentazione



Organizzazione della classe

GIORNALISTI




Tesi: I'ltalia ha conosciuto negli anni Sessanta un
livello di benessere mai piu raggiunto in seguito. Si puo
anzi sostenere che, dopo quegli anni, il tenore di vita
sia mediamente diminuito fino a conoscere, nei nostri
anni, una delle crisi piu profonde che hanno
Interessato la vita degli italiani.

Antitesi: Nonostante la grave crisi economica che ha
investito I'ltalia negli ultimi anni, si puo sostenere che
Il tenore di vita degli italiani sia mediamente e
consistentemente aumentato dalla meta del secolo
SCorso a oggi.



Modalita di valutazione

Esplicitazione chiara e consapevole della tesi da sostenere

Correttezza, pertinenza e ricchezza delle conoscenze
utilizzate

Chiarezza, ed efficacia del linguaggio utilizzato



Una possibile estensione dell’attivita

Confronti dei PIL e dei PIL pro-capite di diversi Paesi

Riflessione sull'adeguatezza del PIL pro-capite come
Indice di benessere di un Paese

Acquisizione di ulteriori dati per valutare Il
«benessere» di un Paese



Per un avvio al pensiero probabilistico

dal problema delle parti alla distribuzione binomiale:
analisi di un percorso didattico per la sistemazione del
primi elementi di probabilita.



“Nel mondo che ci circonda troviamo una quantita innumerevole
di situazioni probabilistiche. Bisogna guardare la probabilita non
come un ramo della matematica, ma come un modo di vedere |l
mondo reale. Bisogna insegnare la probabilita non come un
gloco senza significato, inutile e sciocco, e non soltanto in
funzione delle sue applicazioni, ma per abituare Il pensiero
all'uso di questo nuovo strumento fondamentale”.



Il problema delle parti per un’introduzione al
pensiero probabilistico

A e B decidono di giocare a testa o croce con una moneta non truccata. Ogni
mano, corrispondente a ogni lancio di moneta, e vinta da A se esce testa e da
B se esce croce. Vince la partita il giocatore che per primo arrivi a vincere un
numero convenuto n di mani. All'inizio del gioco, ognuno dei due giocatori
mettera la sua parte della posta in gioco, p. Il vincitore si prendera l'intera
posta 2p. Prima che la partita sia terminata, pero, i giocatori interrompono il

gioco; in guel momento A ha vinto a mani, mentre B ne ha vinte b. Come va
divisa la posta in gioco?



Da Pacioli a Pascal e Fermat

«la lettera ci offre uno sguardo
Illuminante su come due delle piu
grandi menti matematiche del mondo
s'arrovellarono su un problema,
Inclampando e facendo banali errori
per poi essere ricompensate da lampi
di brillanti intuizioni [...] | modi in cui
noi esseri umani oggi pensiamo al
futuro e conduciamo le nostre
esistenze sono possibili grazie alle
Idee matematiche espresse in quelle
poche pagine»

KEITH DEVLIN

LA LETTERA
DI PASCAL

Storia dell’equazione che ha fondato

Ia teoria della probabiliti

CORRIERE DELLA SERA



Fino alla meta del secolo XIX, sia i cultori di probabilita che gli
storici della matematica si limitavano a indicare I'inizio del
calcolo delle probabilita in quel 1654, sottolineando la parte
del Cavaliere de Méré, accanito giocatore e uomo di mondo,
che propose a Pascal i primi problemi di probabilita. Fu nella
seconda meta del 1800 che gli storici della matematica
pervennero a segnalare, talora di passaggio e comunque in
modo ancor vago e frammentario, alcuni precursori, se non
dei concetti, almeno di una certa problematica di tipo
probabilistico.

Antonio Carlo Garibaldi. (1982).Sulla preistoria del calcolo delle probabilita, in Atti
del Convegno La Storia delle Matematiche in Italia, Cagliari, p.377-384



Prima di Pascal e Fermat
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Alcune criticita legate al ragionamento probabilistico

 |a difficolta a legare le problematiche sul caso a ragionamenti e strumenti
matematici conosciuti;

« la difficolta a pensare in termini di cio che puo ancora accadere e a trovare
adeguate rappresentazioni per lo spettro degli eventi possibili

« la difficolta a contare, in situazioni complesse, i casi favorevoli
all'accadere di un determinato evento e quelli possibili;

 |a definizione di equita in un gioco come guadagno atteso nullo;

 larinuncia a individuare, nella casualita con cui si succedono singoli
eventi, leggi deterministiche di tipo causa — effetto o volonta di carattere
divino;

 laricerca di regolarita in media che consentano di approfondire le
peculiarita della nozione di casualita.



A e B decidono di giocare a testa o croce con
una moneta non truccata. Ogni mano,
corrispondente a ogni lancio di moneta, e vinta
da A se esce testa e da B se esce croce. Vince
la partita il giocatore che per primo arrivi a
vincere un numero convenuto n di mani.
All'inizio del gioco, ognuno dei due giocatori
mettera la sua parte della posta in gioco, p. Il
vincitore si prendera l'intera posta 2p. Prima
che la partita sia terminata, pero, i giocatori
interrompono il gioco; in quel momento A ha
vinto a mani, mentre B ne ha vinte b. Come va
divisa la posta in gioco?

KEITH DEVLIN

Awtve of The Math Cose el
T Williwaianm Do bima

In; a, b] oppure [ -a, -Db]



Pacioli affronta il problema (60; 20,50) e propone di dividere la posta
proporzionalmente alle mani vinte prima dell’interruzione:
70 = 20 + 50 mani giocate prima dell'interruzione da A e da B.

V(A) = vincita di A; V(B) = vincita di B.

Impostando la proporzione V(A) : V(B) = 20 : 50 si ottiene:

V(A) 20 V(B) _50

2p /0 2p /0

Generalizzando le proporzioni si ottiene
V(A): (2p)=a:(atb)e V(B): (2p) = b : (at+b)

T
q
w
0
3
Quindi, per il generico problema (n; a, b) abbiamo: | =
@
<
-
-l
w
(&
o
o
wn

V(A) a V(B) b

20 a+h 2p a+b
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Cardano propone di dividere la posta considerando il numero di mani che i
due giocatori devono ancora vincere per potersi aggiudicare l'intera partita.
Nel caso dell’esempio precedente, (60; 20,50), abbiamo che ad A mancano
40 mani per vincere e a B ne mancano 10. Impostiamo quindi la proporzione
V(A) : V(B) = 10 : 40. Applicando la proprieta del comporre si ha V(A) : (2p)
=10:50e V(B) : (2p) =40 : 50, da cui _

V(A) 10 V(B) 40

20 50 2p 50

Generalizzando abbiamo:
V(A): (2p) =(n—Db): (2n—a - Db);
VB):(2p)=(h—a):(2n—a—Db);

Girolamo Cardano
(1501-1576)

Infatti ad A mancano (n — a) mani per vincere e a B ne mancano (n — b)

V(A)  n-b : V(B) n-a

2D _2n—(a+b) 2D :Zn—(a+b)



Cataneo affronta il problema (n; a,b) ragionando sul numero massimo di mani
che possono essere giocate affinché il gioco si concluda con la vittoria di uno
solo dei due giocatori, che e 2n — 1. Per esempio, nel caso considerato da
Cataneo, cioe (8; 5,3), il numero massimo di mani che possono essere giocate
In totale € 15. Cataneo suddivide una porzione della posta in base al punteggio
che hanno i due giocatori al momento dell'interruzione e la porzione rimanente
la suddivide in parti uguali. Cosl, nella situazione (8; 5,3), A prende i 5/15 della
posta e B ne prende i 3/15 . Gli altri 7/15 della posta vanno divisi in parti uguali.
Generalizzando si ha:

V(A) a 1, a+b, 2n-1+a-b i
= -|__(1_ ): PRATICHE

2p 2n-1 2 2n-1  2(2n-])

Vi) b 1, a+b, 2n-1+b-a ;fwwwmw

= —1 =
20 2n—1+2( )

-1 22n-0)




Postulato di Pascal: «se a uno dei due giocatori manca una
partita per vincere, allora gli spetta meta della posta in gioco»

1“ 21} 3n
lancio lancio lancio

6 -3

5 -4

12€ ad A

ye-4a
Lo € -
+t6€adA +3€adA

21€adAe3aB



FERMAT

Sttuazione: [6: 5,3]:

* Sipossonogiocare nel complessoal massimo 11 partite (2n — 1);
* Sonogia state giocate 8 partite (o + b)

* Mancanoancora 3 partite da giocare (2n—1—a—b)

Vediamo qual & la possibile distribuzione delle partite che ancora possono essere giocate:

1° 2° 3°
lancio lancio lancio

Mancano ancora
3 partite da

giocare




Il problema proposto in classe, [6; 1, 0], e le
tipologie di risoluzione proposte dagli studenti
Considerazione di casi diversi dall’1 a O per
- generalizzare la soluzione trovata

- opportunita di una verifica di correttezza della soluzione
trovata.



- difficolta, da parte di molti studenti, ad attivare strategie
risolutive completamente rivolte al futuro

—> proposta di soluzioni miste, a la Cataneo,

-> anche soluzioni nello spirito della soluzione proposta da
Cardano.



Per esempio, Simone, ha proposto la seguente strategia
risolutiva:

«SIl moltiplica per 2.4 [una sorta di premio per ogni partita vinta]
per il numero di partite vinte da ciascun giocatore e poi Si
addiziona al risultato ottenuto la meta della posta rimasta...se la
partita non e terminata e giusto dividere la posta ancora in gioco
In parti uguali fra | due giocatori»

Alessandro «secondo guesta soluzione | due giocatori
avrebbero diritto ad avere la stessa posta sia nel caso (6; 1,0),
sia nel caso (6; 5,4). In entrambi | casi, infatti, al giocatore che
sta vincendo spetterebbero 13.2 euro e 10.8 euro a chi sta
perdendo. Eppure, il 5 a 4 e un punteggio piu favorevole dell’1
a 0, perché chi vince 5 a 4 e piu vicino alla vittoria».



Alessandro “una soluzione e equa se e proporzionale a quanto
manca alla vittoria”.

Alessia prevede che la somma s che spetta al giocatore che
sta vincendo sia una funzione che varia linearmente con la
differenza d di punteggio. In particolare s =2 d + 12.

Per esempio, nel caso (6; 1,0) il giocatore che vince ha diritto

a una posta s = 14 euro; nel caso (6; 5,2) il giocatore vincente
ha diritto a una posta s = 18 euro.



Matteo suggerisce di confrontare il caso (1000;999,969) con il
caso (1000;30,0).

Tali casi portano alla stessa suddivisione della posta in gioco
con il metodo proposto da Alessia, ma “per vincere, chi e a 969
deve fare 30 vittorie di seguito per pareggiare, mentre a chi e a
999 basta un solo tiro per vincere”.



Maria Laura, dopo l'intervento di Matteo

“e giusto lavorare sulla differenza, inutile pensare a
guello che potrebbe accadere, perché intanto non
accadra’.



-> Diversi cambiamenti di opinione

- In particolare € emersa l'opportunita di avere strumenti di
rappresentazione e valutazione dell’incerto.

Si tratta di una condizione assail importante per preparare Il
terreno al calcolo delle probabilita, argomento delicato e causa
di diversi equivoci argomentativi, come la storia mostra.



Le modalita con cui il problema e stato affrontato
ricalcano quello della “logic of inquiry?,

modello dinamico e dialettico di confronto fra due
agenti, il primo intenzionato a convalidare e Il
secondo a confutare un’affermazione.

Nella discussione in classe | due agenti sono stati
impersonati dagli studenti che sostenevano la bonta
di una strategia risolutiva e dagli studenti che
cercavano di confutarla.



-> Gli studenti non si confrontano con una teoria probabilistica
gia data.

-> non sapevano che cosa fosse un gioco equo

- la risoluzione del problema (suddividere la posta in parti
direttamente proporzionali alla probabilita di vincere) non
era conseguibile, per gli studenti, con le leggi del calcolo
delle probabilita, perché da loro non conosciute



Gli studenti si trovavano guindi realmente in quel processo
non finito di ricerca di ipotesi che caratterizza la risoluzione di
problemi in un ambiente aperto. L'efficacia delle strategie che
hanno messo in opera, difficilimente poteva avere un riscontro
sperimentale o teorico; I'unico strumento di controllo erano |l
confronto e il dialogo con altri risolutori. La bonta di una
soluzione era una proprieta che andava continuamente
condivisa, concordata, discussa, in base a criteri che via via
cambiavano.



Obiettivo didattico: introduzione motivata e significativa al calcolo
delle probabilita e ai suoi concetti fondamentali.

Successiva attivita: proposta agli studenti delle soluzioni di
Pacioli, Cataneo, Cardano, Pascal e Fermat.

La maggior parte degli studenti, inizialmente, ha affermato di
preferire le soluzioni di Pacioli e Cataneo, perché si basano sui
punteggi raggiunti e quindi sono piu realistiche rispetto a quelle
che considerano le partite che potrebbero ancora accadere e che,
pertanto, sono incerte.



Altri fattori ritenuti da molti studenti veri e propri punti di forza di

una soluzione:

- la sua semplicita,

- la facilita di applicazione e di generalizzazione con una
formula risolutiva chiusa.

Le soluzioni di Pascal e Fermat, sicuramente piu complesse di
guelle di Pacioli, Cataneo e Cardano, sono state considerate
Inizialmente meno convincenti dalla maggior parte degli
studenti e solo alla fine apprezzate.



Aspetti piu formativi dell’attivita:

1. 'occasione che gli studenti hanno avuto di confrontarsi, in
templi e spazi adeguati, con alcuni prodotti culturali preesistenti
nella storia della matematica, cioe le soluzioni al problema delle
parti proposte da importanti matematici e, piu in generale, la
stessa teoria della probabilita.

2. Lavorare in un ambiente di insegnamento —
apprendimento che favorisce la nascita e lo sviluppo
dell’argomentazione. Essere in grado di produrre
argomentazioni coerenti, pertinenti ed efficaci e una
competenza fondamentale per la formazione della persona.



Risoluzione, nel caso generale [ — h, — k], del problema delle parti a due
giocatori seguendo l'idea di Fermat,

Consideriamo il numero massimo di partite ancora giocabili prima che vinca uno

dei due giocatori (h + k — 1) e determiniamo la probabilita che il giocatore a cui

mancano h partite ne vinca almeno hsuh + k- 1.

Si tratta quindi di introdurre la distribuzione binomiale con i concetti di:

» eventi incompatibili e calcolo della probabilita dell’'unione di eventi
incompatibili;

« eventi indipendenti e calcolo della probabilita dell’intersezione di eventi
indipendenti.

Inoltre conviene introdurre i coefficienti binomiali, cioe il concetto di combinazioni

senza ripetizioni elementi di un insieme.

A questo punto si dispone della distribuzione binomiale e, con essa, si ottiene la

soluzione generale del problema delle parti. Infatti la probabilita che ha di

vincere il giocatore A, a cui mancano h partite su h + k— 1, e data da:
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Da «una certa problematica di tipo probabilistico» ...

v @ ...

 eventi incompatibili e calcolo della probabilita dell’'unione
di eventi incompatibili;

 eventi indipendenti e calcolo della probabilita
dellintersezione di eventi indipendenti

« distribuzione binomiale

* legge empirica del caso

« formazione del concetto di insieme degli eventi e di
spazio di probabilita

... Ingredienti per

le variabili casuali come nodo critico per I'insegnamento —

apprendimento della probabilita ...



C'e chi educa

guidando gli altri come cavalli
passo per passo;

forse c'eé chi si sente soddisfatto
guando e cosi guidato.

C'e chi educa senza
nascondere lI'assurdo ch'e nel
mondo,

aperto a ogni sviluppo ma
tentando di essere franco
all'altro come a sé,

sognando gli altri come ora non
sono:

cilascuno cresce solo se
sognato.

Danilo Dolci

Posso credere una cosa senza
capirla: e tutta questione di
addestramento! Questa frase...
mi torna sempre in mente,
come una sensazione paurosa
di sconforto, perché mi sembra
esprima integralmente la
fondamentale e chissa quanto
eliminabile stortura che sta
effettivamente, anche se non
dichiaratamente, alla base di
tutta 'imperversante
concezione della didattica
tradizionale: abituare a
Imparare e credere senza capire
Bruno de Finetti




