Lezione 1 — Insiemi numerici

1.1 Una domanda per iniziare.

Conosci il significato di questi termini e i rispet simboli matematici?
. Numeri naturali

. Numeri interi

Numeri razionali

. Numeri irrazionali

. Numeri reali

Valore assoluto di un numero reale
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| numeri naturali e le operazioniin N

N ={0,1,234,..,n,n+1,..} Naturali
Ny ={1,2,3,4,...,n,n+1,...} Naturali non nulli
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L’addizione in N

L’addizione € un’operazione che associa ad unaiaapginata di numeri naturali un numero
Vab EN -c€N

0 a atl at2 c=a+b
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1.2 Quesito
Tenendo conto che il successivand n+1 addizionare 2 a 5.

Risoluzione:5+2=(G+1)+1=6+1=7

Proprieta dell'addizione

Commutativa: Va,be Na+b=b+a

A parole:per ogni coppia di valoru, b appartenenti all’insieme dei numeri naturali,dasna dia e
b € uguale alla somma Hdie a.

Esempio numeric&2 + 3 =3 + 2

Associativa: Va,b,ce N (a+b)+c=a+ (b+c)

A parole:per ogni terna di valoru, b, c appartenenti all'insieme dei numeri naturali, lansaa dia
e baddizionata & € uguale alla somma diaddizionata alla somma die c.

Esempio numerico(3+5)+2=3+(5+2)

Elementoneutro: 3IneN /VaeENa+n=a;n=0

A parole nell’insieme dei numeri naturali esiste un numelenominato zero e indicato con 0, tal
che, per ogni valora appartenente all'insieme dei numeri naturalidasa dia e 0 € uguale aal.
Esempio numerico3 + 0 =3




La moltiplicazione in N

La moltiplicazione & un’operazione che associaradaoppia ordinata di numeri naturali un numer,
ottenuto sommandb volte il numeraca ossia
VabeN—-a-b=c=a+a+-+a (bvolte)

1.3 Quesito
Esegui I'operazionel7 - 39 = --- usando le proprieta della moltiplicazione.

Proprieta della moltiplicazione

Commutativa: YVa,b €N a-b=b-a
A parole per ogni coppia di numeri naturali il prodottoadperb € uguale al prodotto tipera.
Esempio numerica@@ -2 = 2 - 3.

Associativa Va,b,ce N (a-b)-c=a-(b-c)

A parole per ogni terna di numeri naturalib, c il prodotto dia perb moltiplicato perc &
equivalente al prodotto ¢ perc moltiplicato pera.

Esempio numericai2:-3)-4=2-(34) & 6:-4=2-12 24 =24

Distributiva del prodotto: Va,b,c €N a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

A parole per ogni terna di numeri naturadi, b, c il prodotto dia per la somma d» ec &€ uguale alla
prodotto dia perb sommato al prodotto diperc.

Esempio numeric&3 - (2+4)=(3-2)+ (3-4)

Elementoneutra3IneN: VaeN n-a=a; n=1

A parole esiste un numero naturale (il numero 1) talepdreognia appartenente all'insieme dei
numeri naturali il prodotto di n peré uguale ad.

Esempio numeric®-1 =9

Elemento assorbente3n €N : VaeN a-n=n-a=0;, n=0

A parole esiste un numero naturale (lo zero) tale cpeadlotto di tale numero per qualsiasi
numero naturale e uguale a 0.

Esempio numericd3-0 =0

Legge di annullamento del prodottoa - b=0<a=0vb =0
A parole il prodotto di due numeri € nullo se e solo seaio uno dei due e nullo.

Risoluzione del quesito 1.3

Esegui 'operazionel7 - 39 = usando le proprieta della moltiplicazione.
17-39=17-(30+9) Associativa dell'addizione

= (17-30) + (17-9) Distributiva della moltighzione
=(17-3)-10+ (17- (10 — 1)) Associativa della moltiplicazione e dell'azidne
=510+ 170 - 17 Distributiva della niplicazione

=680 — 17 = 663

Osservazioni sulle operazioni irN
* N é chiusorispetto alle operazioni di addizione e moltipiime ossia
V(a,p)) ENXN 3Ja+b,a-beEN
* N non é chiusarispetto alle operazioni di sottrazione e divigi@ssia
3(a,b) € N x N tale che a — b, a: b non esistono




1.4 Una domanda
L’equazionex + 2 = 0 ha soluzioni irN?

Risposta:No, non esiste umumero naturale che addizionato a 2 da per sobama

Nell'insiemeN non esistono infatti coppie di numeri opposti ao@pie di numeri la cui somma sia
0. L'insiemeN non é chiuso rispetto alla sottrazione, I'operagioversa dell’addizione, non é
cioé sempre possibile eseguire la sottrazioneueaggdialsiasi numeri naturald —5=-2 ¢ N

OsservazionePer rendere sempre possibile la sottrazione éssade un insieme numerico
ampliato: I'insieme dei numeri interi Z.

| numeri interi

Z_={-1,-2,-3,—4,..,—n,—(n+1),...} Interi negativi
Z=NUZ_={0,4+1,42,43,44,... £ n,£(n+1),...} Interi o Interi relativi
Zy={%1,42,43,44,.. £ n,£(n+ 1), ...} Interi non nulli

-n-1  -n -2 -1 0 1 2 n n+1

—& @ @ @ @ @ @ @ *—>

In Z & sempre possibile eseguire oltre all’addizionkaenaoltiplicazione anche la sottrazione infatti:
datoa—b=c se a<ballorac<0OeceZ
Esempio numericot —10=0—-6= —6 € Z

1.5Una domanda
L’equazione2x = 1 ha soluzioni iflN?

RispostaNo, non esiste umumero naturale che raddoppiato fa 1.

Nell'insiemeN non esistono infatti coppie di numeri recipro@éicoppie di numeri il cui prodotto
sia 1. L'insiemeN non e chiuso rispetto alla divisione, 'operaziomeersa della moltiplicazione,
non e cioé sempre possibile eseguire la divisiomdue qualsiasi numeri naturdli2 =2,5¢ N

Osservazione. Per rendere sempre possibile laatiei® necessario un insieme numerico ampliato:
'insieme dei numeri razional).

| numeri razionali

Q= {% |a €Z,be ZO} Razionali

Qo = {% |a,b € ZO} Razionali non negativi

0 05ab1 2 a b
° oo o ° ° — »




Proprieta degli insiemiN, Z, Q

N, Z sono insiemidiscretiossia
Va,b € NoZ cona < b esiste un numero finitodic € N o Z talichea<c<b

Q € un insiem@&ensoossia
Va,b € Q con a < b esiste un numero infinito di ¢ € Q talichea<c<b

NOZOQ

Osservazione Per la scrittura dei numeri positivi non si w#a il segno “+” . Si scrive cicke
2 2 . . . .o . .
non+2, 5 enont—. Per la scrittura dei numeri negativi, oppdsti corrispondente numero

positivo, si utilizza il segno meno.

1.6 Un quesito
, . 5 7 2
Calcola lal espressiong- (E +E)

Le operazioni in Q:

L’insiemeQ e chiuso oltre che rispetto all'addizione, allaltipticazione, alla sottrazione e alla
divisione che sono quindi operazioni intern® assia

a c ad+cb
— 4=

b d bd

a ¢ _ad-cb
b d  bd

a c_ac

b d bd
a;c_a.d_ad
b'd b ¢ bc

Rappresentazione decimale di numeri razionali
10 3 13

013=0-10°4+1-10"1+3-102 =2+ > =2 4 ° -
10 100 100 100 100

Soluzione del quesito

5,7 2 5, 14+2 5 16 58 . a . . .
~(=+=)==(—) == — == -=4 oppure, usando la proprieta distributiva,
—(—+—):——-|-—— =_4-=4

25 10 25 25 2 2

Altri quesiti:
Le tre forme dei numeri razionali: frazione, numdezimale e percentuale.




| 1.7 Quesiti per riflettere
a. Numeri decimali e notazione posizionale

In ogni coppia di numeri, inserisci al posto dei puntini il simbolo giusto: < oppure > oppure =

Per esempio: 2:%:5 13.2.9 e cosi via.
4.2 ..:.817 543...4.°2 326 ..3.28
34...339 34 .. 340 338 ...36

b. Le tre rappresentazioni dei numeri razionali
Ogni numero razionale puo essere rappresentate thversi modi equivalenti: come

. . .1
frazione, come numero decimale e come percenwldlesemplo:z = 0.5 = 50%.
Tenendo conto di cid completa la seguente tabella.

Numeri Numeri decimali Percentuali
frazionari
36 %
3 0.6 60 %
5
0,75

| Risoluzione dei quesiti 1.7

L'operazione di potenza nell'insieme dei numeri naali.

La potenza € un’operazione che associa ad unaaopginata di numeri naturaieb un numerac
ottenuto moltiplicandd volte il numeroa ossia
Va,b EN—->a’=c=a-a-..a (b volte)
Il numeroa e detto base, il numeloesponente

La potenza €& un’operazione che ritroviamo, innfargeneralizzata, anche per gli insiemi numerici
ZeQ.

Potenza ad esponente relativo

Se I'esponentb € un numero relativob = —n con (ne N) allora siponen™ = %

Potenza ad esponente razionale
, N . n . n
Se I'esponente € un numero razionaldy = —~ea> 0 e allora si ponexm = /a™".



1.7 Un quesito
Stabilisci se le seguenti uguaglianze sono vere.

4
a 42 =224 pa2=(22 c Va)l=a

Proprieta formali delle potenze

al-c’=(a-c)? infattia®-c® =a-a..aa - c-c...ccc=(a-c).... (ac)=(a-c)?
ab a b . aaa-e a a a a a a b

==() infatti = £ 2 S 8 = (2)

(aP)¢ = aP°¢ infatti(a®)¢ = (a?)(@?) ..(a’) =a-a...a-a ® - c volte)

al - a® = aP*¢ infattia’ -a*=a-a..a-a b € cvolte)
al:a€ = aP~¢

Tali proprieta giustificano le seguenti definizioni
a® =1 infatti a’:a? =a??=4a"=1

Esempio numerico 1.8
(22)3 = 26

23-24=27

23-33=63

20=1

Risoluzione del quesito 1.7
4%+2 = (22) x+2 = 22x+4 'eguaglianza & vera.

Altri quesiti:
Semplifica le seguenti espressioni:

(5)°-59:(5-5)

1.8 Due quesiti
Qual é il massimo comun divisore di 12 e 8?
Qual & il minimo comune multiplo di 5, 10 e 3?

Massimo comun divisore (MCD)associa ad una coppia ordinata di numeri natunafiumerac
il maggiore dei divisori comuni
Minimo comun multiplo (mcm) associa ad una coppia ordinata di numeri natunatiumerac
il minore dei multipli comuni

Esempio numerico 1.6
MCD(12,8) = 4

Divisoridi 12: 1,2,3,4,6,12
Divisoridi8:1,2,4,8
mcm(5,10,3) = 30




1.9 Un quesito
L’'equazionex? = 2 ha soluzioni imQ?

Risposta:No, non esiste un numero razionale il cui quadea?.

L'assenza di soluzioni i@ del’equazionex? = 2 & riconducibile al fatto che la diagonale di un
guadrato di lat@ = 1 non e esprimibile con un numero razionale.

C
d \
a !
0 1 id 2
é ° ° >
A a B

Infatti applicando il teorema di Pitagora al trialmABC si ottiene 'uguaglianzd? = 2 che non &
verificata da nessun numero razionale.
Riportando la diagonalké sull'asse reale si determina un punto al qualeauonsponde alcun
valore razionale quindi la corrispondenza

punti retta~ insiemeQ
non € biunivoca e esistono punti della retta “iiber

Osservazione. Anche in questo caso si pu0 proeaxder un ampliamento numerico passando

dall'insieme dei numeri raziondl a quello dei numeri reaR che oltre ai razionali comprendono
anche numeri non razionali.

| numeri reali

L’insieme dei numeri reali € un un’estensione dedieme dei numeri razionali nel quale e
possibile risolvere qualunque equazione del tipe= a,a = 0.
Si definisce cosi:
un numero reale € un qualunque allineamento finito o infinito dre decimali del tipo
x = *p.aqa,..a, ... C€CON p,aq,ay, ..a, EN
Poiché se le cifre di un numero realesono infinite non € possibile rappresentarlo detamente
nei calcoli si usa una sua rappresentazione siggoppure una sua approssimazione:
x=p-10°+a,;-107 1 +a,-107% .. a, 107"
| numeri reali che non sono razionali si dicdwwmeri irrazionali:
NcZcQCcR

Esempio numerico 1.9
3=19 - 32
—3=-vV9-(-3)%=9



Applicazione
Si parte osservando che

0

o
=
B N
=
(63}
N

§

A a B
1=12<d2<22=4‘/E
1.96 = 1.4%2 < d? < 1.52 = 2.25
1.988 = 1.412 < d? < 1.422 = 2.0164

d=+2 =1414213562......€ R

Altri quesiti.

E vera o falsa 'uguaglianzéa? = a

E vera o falsa 'uguaglianaéa + b = Va + Vb
La somma di un numero razionale e di un numeraioreale € un numero razionale o irrazionale
Quanti sono i valori reali che soddisfano 'uguagiiad? = 2?
Esiste un valore realeper cuix? = —1?

Proprieta di R

R édensocomeQ e inoltre ha lgpotenza del continuossia ébiunivoca la corrispondenza
punti retta o R = Q v {numeri irrazionali}
R é ordinato ossia esistono delle relazioni di edotale £, <) per cui
dati due numeri reali si verifica sempre solo urosiguenti casi:
a<b, b<a, a=>»
proprieta di tricotomia

Proprieta della relazione di £ e< nei numeri reali
Riflessiva Va € R A a < a (vale solo per<)
A parole per ogni valorer appartenente all'insieme dei numeri naturali,
a € minore o uguale di se stesso
Esempio numericd < 3
Transitiva: Va,b,c ERAna<bab < c= a < c (vale anche pex)
A parole per ogni terna di valort, b, c appartenenti all'insieme dei numeri naturali,
sea € minore o uguale die b € minore dic allora a € minore dc.
Esempio numericd3 <5 A5<8 =3 <8
Antisimmetrica: Va,b e NaAa<bab<a= a=>b (vale solo pex)
A parole per ogni coppia di valoria, b appartenenti all'insieme dei numeri naturali,

sea € minore o uguale e b € minore o uguale @allora a € uguale &.

?



| numeri reali e la retta.

Corrispondenza biunivoca tra I'insieme dei numeeali e i punti della retta
Ad ogni numero reale corrisponde un punto deli@r@d ogni punto della retta
corrisponde un numero reale.

Valore assoluto (0 modulo) di un numero reale

_ a sea=0
lal = {
—a sea<0

Per valore assoluto di un numero reale si intehd@mero stesso se esso & non negativo, il suo
opposto se esso € negativo. Quindi un numersuwwibpposto hanno lo stesso valore assoluto.

Ad esempio|3| = 3; |-4| = 4; |-2| = |2].

Da un punto di vista geometrico I'eguagliajza| = |a| indica che il valore assoluto puo essere
definito come la distanza dall’origine di un pundil’asse per cui le distanze dall’origine di un
punto e del suo simmetrico rispetto all’origine saguali.
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