Lezione 2
Linguaggio degli insiemi e logica delle proposizioni

Il linguaggio degli insiemi

2.1 Una domanda per iniziare.
Conosci il significato di questi termini e simbolatematici?

* Insieme. Insieme vuoto. Sottoinsieme. Inclusione.

« Diagramma di Eulero-Venn. Intersezione. Unioneielme complementare. Differenza.
Prodotto cartesiano.

* Relazione

e pegcoccouUNnA\B Cy(B) AXB

2.2 Insieme termine primitivo, assunto cioe come noto, indica qualunque collezione di oggetti
che sono detti elementi dell'insieme. Si denota woa lettera maiuscola.

Come definire un insieme.

Per elencazionel’insieme e definito elencandone gli elementydline non ha importanza e ogni
elemento compare una sola volta.

Un esempioinsieme dei giorni della settimaia= {lunedi, mercoledi, martedi, giovedi, venerdi,
domenica, sabato}.

Un insieme viene rappresentato per elencazionesazmi uno schema grafico denominato di
Eulero-Venn

. Lunedi . Martedi
. Mercoledi

. Venerdi . Sabato

Per proprieta caratteristica: I'insieme e definito enunciando una proprieta ersoddisfatta da tutti

e soli gli elementi dell'insieme.
Un esempiolnsieme dei numeri naturali dispat), = {x € N|x = 2n + 1,n € N}

L’insieme C = {1, 3,5} & un sottoinsieme dell'insienizdei numeri naturali dispari nel senso che

ogni elemento dC appartiene ad:

In simboli

@ — insieme vuoto, privo cioe di elementi

€ — appartiene FEsempio:2 € N

¢ — non appartiene Esempio: —2 & N

C - incluso (contenuto) Esempio:C € D ogni elemento dC appartiene anchel
l'insiemeC = {1,3,5} €& incluso nell’insieme dei numeri naturali dispayié quindi un
sottoinsieme db.

C — incluso strettamente (contenuto strettameBsEmpio:C € D  ogni elemento dC appartiene

aD, ma esiste almeno un elementd®dthe non appartieneG

2 - include (contiene) EsempioD 2 C ogni elemento dC appartiene anchel, I'insieme

C ={1,3,5} e incluso nell'insieme dei numeri naturali dispari




D — include strettamente (contiene strettamente) Egedpo € ogni elemento dC appartiene a
D, ma esiste almeno un elementd®dthe non appartieneG
¢ — non contenuto (non incluso)

Operazioni tra insiemi
2.2.1 Una domanda per iniziare

SeA e un sottoinsieme d quali delle seguenti affermazioni sono vere?
a.AllB=A b.AIB=B c.AnB=B d.AnB=0 e. G(A)=0

1974

Unione (V) di due insieme é l'insieme degli elementi che amgreyono ad almeno uno di essi cio
all'uno o all’altro degli insiemiAU B = {x|x € AV x € B}
EsempioA4 = {2,6,3,1,9}, B = {1,5,3} - AUB = {1,2,3,5,6,9}.

Intersezione (N) di due insiemi e I'insieme degli elementi che apgagono ad entrambi gli insiem
cioé all'uno e all’altro degli insiemd N B = {x|x € AAx € B}.
EsempioA = {2,6,3,1,9}, B = {1,5,3} - An B = {1,3}.

SeA n B = @ gli insiemi non hanno elementi in comune e si dacdisgiunti.

Differenza di due insiemé\ eB, (A \ B), e I'insieme degli elementi che appartengonoriah@
insieme ma non al secondb B = {x|x € AAx & B}.
Esempiod = {2,6,3,1,9}, B = {1,53} - A\ B = {2,6,9}, B\ A = {5}.

Complementare di un sottoinsiemd di un insiemé\, C4(B), € l'insieme costituito dagli elementi
di Anon appartenentiB B € A,C4(B) = {x|x € AANx & B}.
EsempioA = {2,6,3,1,9}, B = {1,6,3} = C4(B) = {2,9}.

Esempio 2.2.2
A={x€R:0<x<10},B={x€R:2<x <5},
ANB =B

AUB=A
A\B={x€eR:0<x<2V5<x<10},
B\A=90

C4(B)=A\B={x€eR:0<x<2Vv5<x<10}

Risposta alla domanda 2.2.2 A
Se B e un sottoinsieme dA quali delle seguenti affermazioni son

vere?
a.AllB=A b.AIB=B c.AnB=B d.AnB=0O e. G(B)=0O
Proposizioni vere: 8A[1IB=A e cAnB=B
2.3 Prodotto cartesiano
Il prodotto cartesiand x B fra due insieme é l'insieme delieppie ordinatein cui il primo

elemento appartiene @de il secondo appartieneBaossia
AXB={(a,b) € AND € B}



Quesito

Esempio 2.3.1
A={12} B={345}
8
AxB -— »
AxB =1{(13),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}
4 L L
3 L L
2
1
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B * ‘4 2 L] L] L]
BxA=1{(31),41),(,1),(32),4.2),(5,2)} 1 I
O0 1 2 3 4 ] 6
Osservazione importante: AX B +# B X A

2.3.2 Relazione

Si dice relazione fra due insiedie B un sottoinsiem® del prodotto cartesiar® € A X B quindi
(a,b) ER & aRb

EsempioConsideriamo i due insierdi = {0,1,2} e B = {3,4} e il loro prodotto cartesiano

A x B ={(0,3),(0,4),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}. Il sottoinsiemeR del loro prodotto cartesiano

R =1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,4)} e larelazionéessere multiplo”’che ad un element@eA associa

un elementgreB multiplo dix, si scrive xRy.

Una relazione puo essere definita anche assegnemsialo insieme, una relazione quindi di un
insieme in sé stessdna relazionedefinita in un insiemdl, R € A x A, puo godere delle seguent
proprieta:

Riflessiva Va € A (a,a) € R
Simmetrica Va,b € A (a,b) € R = (b,a) ER
Transitiva Va,b,c € A (a,b) e RA(b,c) ER= (a,c) ER

Se la relazion® definita nell'insiemeA e riflessiva, simmetrica e transitiva si dicergébne
d’equivalenza.

Esempi 2.3.3
1) A = {numerireali} se R ="essere minoreossiaaRb © a <b
R non e riflessiva perche&e non € mai minore di se stesso
R non e simmetrica perché ge< b allorab <« a
R e transitiva perché se< b eb < c alloraa < c, dipende dal fatto che l'insienfree
ordinato.
2) A = {studenti della classe 1°A}
A x A = {tutte le coppie di studenti della classe 1°A}
La relazioneR ="avere la stessa altezza” 0sgib < a hala stessa altezza di b € una
relazione di equivalenza?



Verifichiamo se sono vere le tre proposizioni
—Vx €A xRx cioexha la stessa altezza di se stesso. E’ vera
—Vx,y €A xRy cioe sex e alto comey, anchey € alto come. E’ vera

—Vx,y,Zz€ A xRy AN yRz cioé sex é alto come/ ey é alto come, allorax é alto come.
E’ vera

Si conclude cheR e una relazione di equivalenza.

Quesiti 2.3.4
1. Rappresenta la relazioRe'essere minore ditra gli insiemi A={1,4,7,9} e B={3,5,8}.
2. Rappresenta la relazioRe'essere minore o eguale di" nell'insieme A={3,8M,

3. La relazione “essere parallele” nellinsieme detkdte del piano € una relazione di
equivalenza?

4. La relazione “essere perpendicolari’ nell'insiemadlel rette del piano € una relazione di
equivalenza?

Soluzioni quesiti 2.3.4.

1. R=1{(13),(1,5),(1,8),(45),(48),(7,8)}
Le relazione puo essere efficacemente rappresantatante diagrammi di Eulero-Venn
in cui gli elementi che sono in relazione sonoeagmiti da frecce.

3. Si, il parallelismo tra rette &€ una relazione digglenza perché é riflessivaogni retta &
parallela a sé stessd, simmetrica e transitiva.

4. No, la perpendicolarita tra rette non € una relazid'equivalenza perché gode della
proprieta simmetricd'¢e r € perpendicolare a s allora s e perpendicelarr”’), ma non
delle proprieta riflessiva e transitiva.



2.4 Una domanda per iniziare.
Una domanda per iniziare: Conosci il significatadesti termini e simboli matematici?

* Proposizione. Negazione. Congiunzione. Disgiunzione
* Implicazione. Doppia implicazione — Equivalenzaitaeg
e VIaAV=SS

2.4.1 Proposizioni matematiche, connettivi logici guantificatori

Per proposizione matematica si intende una afféonazdel linguaggio naturale cui é
possibile attribuire uno solo dei valori di verfigero” o “falso”, se e possibile cioé dire che
essa e vera oppure che essa é falsa.

Le frasi dichiarative e descrittive che esprimorituazioni di fatto sono proposizioni

matematiche.

Esempi.

“Sta piovendo”, “3 & un numero pari” e “Il gattag quadrupedeSono proposizioni

Le frasi esclamative, interrogative e quelle ch@iesono opinioninon sono proposizioni
“I mare e bello”, “Che buono!”, “Cosa fai staseta “E difficile studiare la matematica”

Le proposizioni si indicano con una lettera: P=tituhumeri sono pari”.

Nell’enunciare proposizioni matematiche si utilimpaespressioni come “esiste un” e
“qualungue sia” denominaguantificatori universali .

Quantificatore esistenziale3:
la scrittura IxeA: “ si legge “esiste un element@ppartenente adltale che "

Quantificatore universaleV:
la scritturavxeA  si legge “per ognt appartenente a4’

Connettivi logici

A partire da proposizioni elementari si posson@@groposizioni composte.
Esempi. Piove e fa freddd “ Studio o ascolto musitd' Piove e non fa freddo

| termini “nor’, negazione, &, congiunzione, e d”, disgiunzione (non esclusiva) sono
denominati connettivi logici e denotati con i segti simboli.non — =, e »A, o0 —-V.

| possibili valori di verita delle proposizioniso descritti in
tabelle dette di verita in cui V indica vero efalso).

| valori di verita di proposizioni composte si deténano
utilizzando questo tipo di tabelle.

Due proposizioni si dicono logicamente equivalsete solo se
hanno gli stessi valori di verita.

Tnni<| </l
ni<ni<|w

Quantificatori universali

Quantificatore esistenzialed (Ix€A: esiste un elementoche appartiene ad)




| Quantificatore universaleV (VXEA: per ognix appartenente adl)

Negazione

A = "essere un numero naturale pari"
—A = "non essere un numero naturale pari"

complementarita di un sottoinsieme rispetto
all'insieme che lo contiene.

- o Cy(4)

Tabella di verita della negazione:
A=A
F| V
V| F

I connettivo della negazione €

concettualmente collegato alla c(A)

Congiunzione

A = "essere un numero naturale pari"
B = "essere un numero naturale quadrato perfetto"

A A B = "essere un numero naturale pari e quadrato perfetto"

Tabella di verita della congiunzione.

Una congiunzione di proposizioni € vera solo s&olioo
le proposizioni elementari che la compongono.

<|I<|mm|x
<|Tnl<|Tm|=

<|mlmim|>

La congiunzione e concettualmente collegata
all'intersezione di insiemi.

A = {numeri naturali pari} = {0,2,4, ...,2n, ... }
B = {quadrati perfetti} = {0,4,9,...,16,n2,...}
ANB

= {numeri naturali pari e quadrati perfetti}
={0,4,16, ..., (2n)?, ...}

ANB < ANB




Disgiunzione inclusiva

A = "essere un numero naturale pari"
B = "essere un numero naturale quadrato perfetto"
AV B = "essere un numero naturale pari o un quadrato perfetto"

Tabella di verita della disgiunzione inclusiva.

Una disgiunzione di proposizioni € vera se lénéemo

<|I<|mmx
<|TNn<|lm|w
<

una delle proposizioni elementari che la compongono V
V
A = {numeri naturali pari} = {0,2,4, ...,2n, ... } AUB
B = {quadrati perfetti} = {0,4,9,...,16,n?,...}
AUB

= {numeri naturali pari o quadrati perfetti}
= {0,2,4,6,8,9,10, ...}

AVB o AUB

Osservazione Da notare che esiste anche un disgiunzione diesgtusivo ad esempio
“Resto in casa a studiare 0 esco con gli amic€unla disgiunzione “0” ha il senso dell’
“aut” latino in cui le due opzioni sono alternativéella lingua italiana la “0” € utilizzata sia
in senso esclusivo, con le proposizioni elemertansiderate alternative, sia in senso
inclusivo in cui esse sono considerate come pd#aildi cui 'una non escluda l'altra.

Il inguaggio matematico non consente invece quistodi ambiguita.

Implicazione

Un esempio di implicazione e la famosa affermazuingristotele ‘tutti gli uomini sono
mortali”

A = "essere uomo"
B = "essere mortale"
A = B = "essere uomini implica essere mortali "

Da notare che I'affermazione di Aristotele non adelil fatto che ci siano mortali che non
siano uomini.

Enunciati equivalenti dell'implicazione:

A= B & “seAalloraB”

A = B & "eésufficiente che sia vera A affinché sia vera B
A = B & "B e necessariamente vera se A e vera"

A = B & "Aecondizione sufficiente per B

A = B & "B condizione necessariamente per A"

Tabella di verita dellimplicazione A|B|A=B
FIF[ Vv

L’implicazione e falsa solo nel caso in cui dalla FlV vV

verita di A consegua la falsita di B. VIF F

In altri termini un’implicazione vera esclude la VARY: V




possibilita che dalla verita della proposizione
antecedente, la premessa, derivi la falsita della
proposizione conseguente, la conseguenza.

A = {numeri naturali}
B = {numeri razionali}

A=B & AcCcB

ACBE

Equivalenza logica - Coimplicazione

Se I'implicazione vale anche in entrambi i ve®i=#5> B A B = A) le due proposizioni si
dicono logicamente equivalenti e si scrive= B.
| diversi enunciati dell’equivalenza logica=A B.

“se A allora B e se B allora A”
"Aé veraseesoloseloéB”
"Bé veraseesoloseloéeA”
"A e condizione necessaria e sufficiente per B”
"B € condizione necessaria e sufficiente per A”

2.4.2 Teoremi, implicazione e dimostrazione

In matematica per teorema si intende un enunciatoilpquali esiste una dimostrazione a
partire da proposizioni date per vere, gli assid@ii.enunciati dei teoremi hanno la struttura
dell'implicazione in cui la proposizione anteceder detta ipotesi e la conseguente tesi:
Ipotesi = Tesi cioé “se potesi allora Tesi”.

Esempio. Enunciato del teorema di Pitagorer Gn triangolo rettangolo, la somma dei

quadrati costruiti sui cateti € equivalente al quaith costruito sull’ipotenusa.

~

Utilizzando il “se ....allora” I'enunciato diventa:S€ un triangolo € rettangolaallora la
somma dei quadrati costruiti sui cateti & equivédeal quadrato costruito sull’ipotenusa”. In
guesta forma l'ipotesi e la tesi sono ben distmfacilmente riconoscibili.

Quesito 2.4.2
Analizzato I'enunciato del seguente teorema di ggam “Angoli opposti al vertice sono
congruenti”

a.

b
C.
d.
e

o

riscrivilo nella forma “se.....allora.....";

riscrivilo nella forma dell'implicazione;

individua ipotesi e tesi del teorema,;

individua le condizioni sufficiente e necessaria;

scrivi I'enunciato inverso cioe I'enunciato cheoliene dal teorema scambiando I'ipotesi con la
tesi;

cerca di stabilire se I'enunciato inverso e verpwp é falso.



Dimostrazione

Per dimostrazione si intende la concatenazionagionamenti logici che, partendo da una
ipotesi, conduce necessariamente a una tesi.

In matematica esistono diverse tipologie di dimastne.

La piu utilizzata e la cosiddetta dimostrazionet@ che consiste in una concatenazione di
implicazioni che a partire dall'ipotesi, oltre ctiagli assiomi e da teoremi precedentemente
dimostrati, conducono alla tesi.

Esempi 2.4.2
Dimostrazione diretta
Teorema:'Ogni numero naturale multiplo di 4 € multiplo di 2

Ipotesin,me N An =m-4 Tesi:IpeNAn =p-2
Dimostrazionen=m-4=n=m-(2-2) =>n=(m-2)-2=n=p-2.

Di altra tipologia sono le dimostrazioni per assyfid cui negando la tesi si giunge ad una
contraddizione che convalida la tesi stessa, @lestrazioni per induzione matematica
utilizzate per dimostrare che una data proprieta par un numero infinito di casi.

Importante anche il metodo del controesempio cgnalle si dimostra la falsita di una
affermazione generale esibendo un caso partica@ppminto il controesempio, per il quale
I'affermazione risulta falsa.

Controesempio

Dimostrazione della falsita dell’enunciato “Se @dumgoli sono uguali allora sono opposti al
vertice” (Punto f del quesito 2.4.2)

Come controesempio si puo considerare il caso degbli alla base di un triangolo isoscele
essi sono uguali ma non sono opposti al vertiqpamto hanno vertici distinti

Quesiti 2.4.3

1. Quale tra le seguenti proposizioni e falsa?
a. La Francia e in Europa o la Cina & in Europa
La Francia e in Asia o la Cina e in Asia

b.
c. La Francia é in Europa o la Cina € in Asia
d. La Francia e in Asia o la Cina e in Europa

2. Scegliere le proposizioni equivalenti alla propasiez "Se sei bergamasco allora tifi per
I'Atalanta”
a. "Condizione necessaria per essere bergamascoedal’ Atalanta”
b. "Essere tifoso dell’Atalanta non implica esseregharasco”
c. "Essere bergamasco e condizione sufficiente peresifoso dell’Atalanta”



d. "Condizione sufficiente per essere bergamascaeetpger I'Atalanta”

3. Scegliere la proposizione equivalente alla prapose "Se un numero € divisibile per 10 allora é
pari"

a. "Condizione necessaria perché un numero sig&pdre sia divisibile per 10"

b. "Condizione sufficiente perché un numero sia @ahe sia divisibile per 10"

c. "Essere un numero pari &€ condizione sufficipeteessere divisibile per 10"

d. "Essere un numero pari implica essere divisipdie10"

4. L’'affermazione “A nessun studente piacciono tidgtenaterie” equivale a dire:
a. C’e uno studente a cui piacciono tutte le materi
b. C’é una materia che piace a tutti gli studenti
c. Ad ogni studente non piace almeno una materia
d. A qualche studente piacciono tutte le materie

5. Scegliere la proposizione equivalente alla prapose “in ogni momento c’e qualcuno che
canta”.

a. “Qualcuno non canta mai”

b. “In almeno un momento c’e qualcuno che canta”

c. “Non esiste un momento in cui non ci sia nessth@canta”

d. “C’e qualcuno che canta sempre”

L’affermazione “A nessun studente piacciono tigtmaterie” equivale a dire:
C’e uno studente a cui piacciono tutte le materie

C’e una materia che piace a tutti gli studenti

Ad ogni studente non piace almeno una materia

A qualche studente piacciono tutte le materie

ap oo

7.“Se m e n sono multipli di 3 allora anche m + n dtiplo di 3.”
a. La proposizione € vera o falsa ?
b. Sai darne una dimostrazione ?

8. Aldo, Bruno e Carlo sono tre persone indiziateedito. Si sa che uno solo é colpevole, Aldo
0 Bruno sono colpevoli, Bruno o Carlo sono colpevohi ¢ il colpevole?

Immagini e Concetti

Partizione di un insieme e relazione di equivalenzZgRST: RiflessivaSmmetricaTransitiva)

La relazione d’equivalenzae$sere studente

Iy

' Economia / dello stesso corso di laurea’determina,
T Economia | nellinsieme degli studenti di una sede
/ universitaria, una sugartizione in classi di

Giurispudenza '\

\ \ ................................................ v / equ ivalenza



Operatori insiemistici e operatori logici

Operazioni tra insiemi Operazioni tra proposizioni
c(4)

@ Complemento C(4) Negazione -4
Intersezione ANB Congiunzione ANB
Unione AUB Disgiunzione AVB

@ Inclusione A=B Implicazione AcCB

Gli insiemi sono definiti da una proprieta caraftgica, cioé da una proposizione.
Cio stabilisce una forte connessione concettuaegtr operatori insiemistici e quelli logici.



