Lezione 3

Calcolo letterale - Equazioni e disequazioni di Igrado

3.1 Un quesito per iniziare

Per calcolare il montante, cioé la somma del clpitéziale e degli interessi maturati, si
moltiplica il capitale iniziale per la somma deXell'interesse percentuale elevata al numero
di anni trascorsi.

Esprimi con una formula il montanké in funzione del capitale inizialg, dell'interesse
percentualé e del numero di anmi.

Sviluppa poi il calcolo pen=2 en = 3 applicando i prodotti notevoli.

3.2 Scheda teorica /esempi

Espressione algebrica letterale

Un’espressione si dice algebrica letterale sesa eempaiono solo le quattro operazioni elementari
(+, -, =, —), l'elevamento a potenza e I'estrazione di radijoplicate a numeri reali e a lettere che
rappresentino numeri reali.

Le operazioni si effettuano iniziando dall’elevantea potenza e dall’estrazione di radice, poi si
procede con le moltiplicazioni e le divisioni, nettline in cui sono scritte, e infine le addizi@nie
sottrazioni sempre nell’ordine in cui sono scritt@rdine delle operazioni puo essere modificato
usando le parentesi: le operazioni scritte alliimbedi una coppia di parentesi hanno priorita tispa
gualunque operazione e rispetto a quelle applecatgppie di parentesi piu esterne.

Esempi. 3.1

1. Lascrittura(a + 2b)3 + ¢? + # e unespressione algebrica letteraleazionale fratta.

2. La scritturalog,, ab? + 2¢ non éun’espressione algebric@erché compaiono il logaritmo
e un esponenziale che non sono operazioni algebrich

3. Lascrittura(a + 2b)?, che indica di elevare ad esponente 2 la somimaadn il doppio dib,
e unespressione algebrica letteraleazionale intera.

4. La scritturava + b, che indica di estrarre la radice quadrata degltama dia eb e
un’espressione algebrica letterale irrazionale

Un’espressione algebrica si dice:

- razionale se nelle parti letterali non compaiono estraziomadici;

- razionale intera se nelle parti letterali oltre a non comparirgagoni di radici non compaiono
divisioni;

- razionale fratta se nelle parti letterali non compaiono estraziomadici ma non compaiono
divisioni;

- irrazionale se nelle parti letterali dell’espressione compaiestrazioni di radice.

Esempi 3.2
gxy2 + gx —9y% Espressione algebrica razionale intera.

3 . . .
7xy? — =% Espressione algebrica razionale fratta.
7y

Jxy? —3x Espressione algebrica irrazionale.



Monomio

E un’espressione algebrica in cui compaiono soltiipticazioni o divisioni ma non compaiono
addizioni o sottrazioni.

Esempio 3.2
5xy? , §x3y

3.2 Un quesito
L’espressione2x?yx~1y°> & un monomio ridotto a forma normale?

Tipi di monomio:

Monomio ridotto a forma normale: se contiene un solo fattore numerico e potertrerédi di basi
tutte diverse tra di loro.

Monomio fratto: se contiene anche fattori letterali con esponeatgativo

Monomio nullo: se il suo fattore numerico & 0

Esempio 3.3
—3x°yx~*y? = —3xy* Forma normale
2
x~*y? = £ Monomio fratto
X
0-x*-y%=0 Monomio nullo

Applicazione del quesito
L’espression@x2yx~1y> non & un monomio ridotto a forma normale.

Il grado di un monomio: € la somma degli esponenti delle sue lettere
Monomi simili: quando hanno la stessa parte letterale
Monomi opposti: quando sono simili e hanno coefficienti opposti

Esempio 3.4

3a3b?c =3 +2+1=6 = Il grado del monomio & 6
5x3y simile 7x3y Monomi simili

5x3y opposto — 5x3y Monomi opposti

3.3 Un quesito
Calcola il MCD tra i seguenti monomi-(2xy3, 6x%y, 7xy*)

Il Massimo comun divisore (MCD)tra monomi € un monomio avente coefficiente nuneeric
arbitrario e parte letterale formata da lettere woinprese una sola volta e con I'esponente minor
con cui figurano engli stessi monomi.

Il Minimo comun multiplo (mcm) tra monomi € un monomio avente coefficiente nunoeric
arbitrario e parte letterale formata da tutte teele comuni e non comuni, prese una sola volta con
I'esponente massimo con cui compare negli steseoma

D

Esempio 3.5
MCD (a3b?,5a?b?,7a’b3)= a?b?
mecm (—7a?b3,2a3b*c”, d)=14a3b*c"d

Applicazione al quesito
Il MCD e xy



Altri quesiti:

Indica quali tra questi elencati sono monomi:

_1 —3ab?; x™?y; +Ex2y3
az ) ) ) 3

Polinomio

Un polinomio € un’espressione algebrica data datama algebrica di pit monomi.
Termini del polinomio: sono i monomi che compaiono come addendi dehpuoiio.

Esempio 3.6
3x%y3 + 2x3y

3.4 Un quesito
Scrivi il polinomio i cui termini sono3xy?; —5xy2x?; Exyz; —x3y? e riducilo in forma normale.

Polinomio ridotto a forma normale: se tutti i suoi termini sono monomi ridotti arie® normale e
i termini simili sono sommati algebricamente.
Termine noto del polinomia e il termine di grado zero (se esiste).

Dato un polinomio ridotto a forma normale si dice:
Omogeneo quando tutti i suoi termini hanno lo stesso grado
Ordinato (rispetto ad una lettera): se i suoi termini sdrsposti secondo gli esponenti decrescenti
o crescenti di quella lettera, che si diegera ordinatrice del polinomio

Completo (rispetto ad una lettera): se una volta ordinapaito ad una lettera contiene tutte le
potenze di essa, da quella di grado piu elevateedagdi grado zero.

Esempio 3.7

5a* — 7a3b + 2a?b? + ab® — b*
E un polinomio OMOGENEO (grado 4)
E un polinomio ORDINATO rispetto aalin ordine decrescente
E un polinomio ORDINATO rispetto lain ordine crescente
E un polinomio COMPLETO rispetto adeb

Applicazione del quesito

1 7
3xy? — 5xy?x? + Exy2 —x3y? = Exy2 — 6x3y?

Dato un polinomio non nullo e ridotto a forma notensi dice:
Grado del polinomio rispetto ad una lettera il grado massimo dei termini rispetto a quelkéelea
Grado complessivo del polinomioe il massimo dei gradi dei monomi che lo compargo

Esempio 3.8
Grado rispetto ad una lettera: %xy2 — 6x3y? rispetto a x: 3; rispetto a x: 3
Grado complessivo, quello del monomio di grado mass3 + 2 =5



Altri quesiti:
Il polinomio 7x3 — Exzy — %xyz + 5y3 € omogeneo?

Operazioni tra polinomi

3.5 Un quesito
Calcolare la seguente somma di polinomi:
(4x3 —3x%2+ 1)+ (—3x%+4x —5) — (2x — 3).

Addizione algebrica La somma di due polinomi € il polinomio che diarte scrivendo i termini de

due polinomi uno dopo I'altro con il loro segno.

Esempio 3.9
(2a? + 5b3 + 3ab) — (2ab — 3a? + b3) =
= 2a? +5b3 + 3ab — 2ab + 3a? — b3 =
= 5a% +4b3 + ab

Moltiplicazione: il prodotto di due polinomi € il polinomio cheddtiene moltiplicando ciascun
termine di uno di essi per ogni termine dell’altro.

Esempio 3.10
(3a?x + bx3®)(ab + x) =
= 3ax(ab + x) + bx3(ab + x) =
= 3a3xb + 3a%x? + ab?x3 + bx*

Applicazione del quesito
4x3 —3x24+1—-3x?>+4x—-5—-2x+3=4x3—-6x?+2x—-1

A

Divisione tra polinomi: consideriamo i polinomid(x) di grado m (dividendo) & (x) di grado n
(divisore) corm = n in una sola variabile reale

Esistono e sono unici due polinomi int&(x) (di gradom- n) e R(x) di grado minore dn, detti
rispettivamente quoziente e resto della divisisad\(x) e B(x) per i quali vale:

A(x) = B(x) - Q(x) + R(x).

Esempio 3.11
A(x) =3x3—x+2, B(x) =3x*-1
3x3 —x+2=x(3x*-1)+2
quindiQ(x) = x eR(x) = 2.

Il polinomio A(x) si dicedivisibile per il polinomio non nulloB(x) se3 un polinomioQ (x) tale
che A(x) = B(x) - Q(x) (cioeR(x) = 0) e la divisione si dice esatta.

Esempio 3.12
A(x) = 3x3 —x, B(x) =3x%2-1
3x3 —x =x(3x%2-1)
quindiQ(x) = x eR(x) = 0 e A(x) € divisibile perB(x).




Un caso particolare della divisione tra polinongiuglla in cui il divisoreB(x) € un polinomio del
tipo x + a. In questo caso si puo stabilire se il dividedd®) € un multiplo diB(x) andando a
verificare sed(—a) = 0.

Teorema di Ruffini: A(x) =(x+a) - Q(x) ©® A(—a) =0

Altri quesiti:
La somma algebrica di due o piu polinomi puo essareionomio?
La somma algebrica di due o piu polinomi di 3° gradsempre un polinomio di 3° grado?

Scomposizione di un polinomio
1.4 Un quesito
Scomponi in fattorix?y3 — 6xy?z + 12x5y?z2

Scomporre un polinomio in fattori significa scril@sotto forma di un prodotto di 2 o piu polinomi
di grado minore.
Quando cio é possibile si dice che il polinomiadéicibile altrimenti éirriducibile.

METODI DI SCOMPOSIZIONE:

Raccoglimento a fattor comune (totale o parziale)

Totale: ka+ kb + kc = k(a+ b + )

Parziale: ka + kb + ha+ hb = k (a+ b) + h (a + b)

Trinomio di 2° grado:

x*+(@a+b)x+a-b=(x+a)(x+b)

Utilizzo teorema di Ruffini: gli eventuali zeri razionali vanno ricercati tnraumeri del tipo
a= i§ dovep € un divisore del termine notg eq = a,, coefficiente del termine di grado

massimo:
ApX™ + a1 X"+ a,_x" % + -+ ag

Esempio 3.13
Raccoglimento totale8x? + 6x = 3x(x + 2)
Trinomio di 2° gradox? +5x + 6= x2+ (2+3)x+2-3= (x +2)(x + 3)
Teorema di RuffiniA(x) = 2x3 + 13x% + 18x + 6, p = 1,2,3 e ¢ = 2 quindi i possibili valori di
asono+2=+% 41,42
q 2 2
Poiché A(—1/2) = =2+ 2 — 2+ 6 = 0 il polinomio A(x) & divisibile pel(x + %) e sara
A(x) = (x + %) Q(x), dove il polinomio di secondo grad{x) si ottiene eseguendo la divisione:

Q(x)=A(x): (x + %) = 2x% + 12x + 12. In conclusione

Alx) = (x + %) (2x% +12x + 12)

Applicazione del quesito
2xy%(2xy — 3z + 6x*z?)

Altri quesiti:

Scomponi: 2y3 — 4xy3z + 6x°y3z>




Prodotti notevoli
1.4 Un quesito

. .01 1 1
Sommare le tre frazmr:g:

a?-49’ 3x+7’ 3x-7

Dati due generici numeA(x) eB(x) allora:

Differenza di quadrati: (A + B)(A — B) = A? — B?

Quadrato di binomio: (4 + B)? = A% 4+ 2AB + B? .
a

az

a b

Quadrato di trinomio: (A + B + €)? = A2+ B+ C? + 2AB + 2AC + 2BC
Cubo di binomio: (A + B)® = A3+ 34%-B + 3AB% + B3
In generale la potenza n-esima di un polinomicesednina utilizzando i coefficienti detfesima
riga del triangolo di TARTAGLIA.
(A+B)*=A"+ ;A" B + q,A" ?B* + -+ q,_,AB"" 1 + B"

Somma/Differenza di cubi (43 + B3) = (A + B)(A? ¥ AB + B?)

Esempio 3.14
16a* — 81 = (4a® — 9)(4a%? + 9) = (2a — 3)(2a + 3)(4a? + 9) differenza di quadrati
(Bx—7)2=9x2—-2-3-7-x+49 =9x2 — 42x + 49 quadrato di binomio

Applicazione del quesito
Si scompon®a? — 49 = (3a— 7)(3a +7) quindi
mcm(9a? —49,3a—7,3a+7) = (3a—7)(3a+7)
1 1 1 1+Ba—-7)+Ba+7) 1+ 6a

+ + = =
9a2 -49 3x+7 3x-7 (Ba—-7)(3a+7) (Ba—-7)(Ba+7)

Altri quesiti:
Risolvi: 2x +7)%,2x —y+ 32)%; (x — D(x2+x + 1)




3.3 Risposta al quesito iniziale

Per calcolare il montante, cioe la somma del chpitéziale e degli interessi maturati, si
moltiplica il capitale iniziale per la somma deXdell'interesse percentuale elevata al numero
di anni trascorsi.

Esprimi con una equazione il montaMen funzione del capitale inizial€, dell'interesse
percentualeé e del numero di anmi.

Sviluppa poi il calcolo pen=2 en = 3 applicando i prodotti notevoli.

Determina il montante per due anni e tre anni giodéo per un capitale iniziale di 1000 € e un
interesse annuo del 2%.

L’equazione richiesta @ = C - (1 + i)™.
Pern =2 siotteneM =C-(1+i)?=C-(1+2i+i%) =C + 2ci + Ci?.

Pern=3siottieneM =C-(1+i)3=C-(1+3i+3i?+i3%) =C+3Ci+3Ci*+ Ci3.
M, = 1000 (1 + 0.02)2 = 1000 - 1.0404 = 1040.40 €

M5 = 1000 - (1 + 0.02)* = 1000 - 1.061208 = 1061.21 €

Equazioni lineari

Un quesito
L'equazione3x? — x = 4x + 1 ¢ equivalentea3x? —x —1=4x+1—-17?

Dati due polinomid(x)e B(x) la relazione A(x) = B(x) si dice EQUAZIONE ALGEBRICA
nell'incognita x.

Risolvere un’equazionesignifica determinare I'insiem@&delle soluzioni, cioé dei valori che
attribuiti adx soddisfano l'uguaglianza(x) = B(x).

SeS =R, cioé se le soluzioni sono infinittgquazione si dice INDETERMINATA

SeS = @ l'equazione si dice PRIVA DI SOLUZIONI (IMPOSSIBILE)

Due equazioni si diconEQUIVALENTI se hanno lo stesso insieme di soluzioni.

Un’equazione algebrica si digdNEARE se il massimo grado a cui e elevata la variahegnita
el
ax =b; cona,b €ER .
se a # 0 la soluzione & = g,a +0
se a = 0 I'equazione diventaX®0= b quindi
se b = 0 si ha & = 0 verificata per ognx reale ossid = R (equaione INDETERMINATA)
se b # 0 si ha @ # 0 per ognix quindi S = @ (equazone IMPOSSIBILE)

Esempio 3.15
x —3 =0; 2x — 15 = —3x = equazioni equivalenti

Per trasformare un’equazione in un’altra equazsragplicano principi di EQUIVALENZA
- principio di addizione A(x) = B(x) & A(x)+ M(x) = B(x) + M(x)
- principio di moltiplicazione: A(x) = B(x) & A(x)-M(x) = B(x) - M(x)

1\1;((3;)) =0=PXx)=0AMX)#0




Esempio 3.16
x% 4+ 5x = 3x ¢ equivalente a x? + 5x + 2 = 3x + 2

Applicazione del quesito
Si, le due equazioni sono equivalenti

Altri quesiti:
Le equazionRx — 3 = 5 ed x = 4 sono equivalenti?
Si perché entrambe ammettono la soluziore4.

Disequazioni algebriche

Definizione:

Si diceDISEQUAZIONE in una incognita ogni disuguaglianza del tipo:
A(x) > B(x)

al posto di > potrebbe presentarsi anehe, <.

| valori di x che soddisfano tale relazione vengono dettizioni della disequazione

Tipi di disequazione:

Numerica: se non compaiono altre lettere oltre alle incteghi= coefficienti numerici )
Letterale: se i coefficienti sono letterali

Razionale se entrambi i membri sono espressioni raziorsgietto all’incognita
Intera: se entrambi i membri sono interi rispetto allbigoita

Fratta: se almeno uno dei membri non e intero rispettimabgnita

Grado di una disequazione: massimo grado con ecapace I'incognita.

Esempio 4.1
x*—3x+4>0
E una disequazione numerica, intera, razionalgratio 3.

3at +t —g < 0 (Incognitat )
E una disequazione letterale, intera, razionalgratio 1 irt.

Disequazioni equivalenti

Si dice che due disequazioni sono equivalenti s& sijuzione della prima e soluzione della
seconda e viceversa.

Otteniamo una disequazione a partire da un’alsagiiazione applicandgrincipi di
equivalenza

- Addizionando ad ambo i membri di una disequazione una stessassspne (che puo contenere

meno I'incognita) si ottiene una disequazione egjegnte a quella data:

A(x) > B(x) © A(x) + C(x) > B(x) + C(x)

Esempio 4.1
4x+9>04x+9-9> -9 4x > -9

- Moltiplicando i due membri di una disequazione per uno stesso

fattore positivosi ottiene una disequazione equivalente a qualia d




C(x)>0= A(x) >B(x) ©® A(x)-C(x) > B(x) - C(x)
fattore negativosi ottiene una disequazione equivalente salobiandoil “>” in “<” e viceversa
C(x) <0=A(x) >B(x) ©® A(x) - C(x) < B(x) - C(x)

Osservazione importante
Nelle disequazioni fratte, se I'incognita compardenominatore, applicando il principio di
equivalenza, il segno del denominatore risultae@leestessa importanza del segno del numerat

ore.

Esempi
a.32—4x20<:>32—32—4x2—32@xs%@xss
S={x€eR|x<8}

S={—00,8}

T T f/////ffm

Disequazioni di | grado in un’incognita

Definizione: si dice DISEQUAZIONE di | grado in untognitax ogni disequazione del tipo:
ax+b>0cona,beR,a+0
(Analoga trattazione, <, <)

. . N . b
sea > 0 la disequazione € equivalenteca> -=

. . N . b
sea < 0 la disequazione e equivalentexax -=

Esempi
2x—5 3x-—-4 <0
a — 3
3(2x —5) —2(3x —4) < 0

6 6
6x—15—-6x+8<0

—7 < 0= verificataVx ER ;S =R; § = (—, +)

Sistemi di disequazioni

Determinare le soluzioni che sono comuni a 2 adsaquazioni nella stessa incognitaquivale a
risolvere un sistema composto da piu disequazioni.

Esempio
_{2x+3>x—2 {x+5>0®{x>—5 £
i[ :
51={x€R|x>—5}€Sz={xER|x>1} ,==g‘£4r4
S=5NS,={x€R|x>1}= (1, +x)



