Lezione 4 Piano cartesiano, retta, equazioni e sistemi
lineari

Piano cartesiano e equazioni lineari

4.1Un quesito per iniziare
| tre gestori Telecon, Telefon e Teleson offroseguenti piani tariffari (prezzi in €, IVA inclusa)

Gestore Scatto alla Costo al
risposta minuto

Telecon 0.1 0.20
Telefon 0.5 0.15
Teleson 0 0.25

Qual e la tariffa piu conveniente in relazion@aalurata di una telefonata?

4.21l piano cartesiano

1 |
Associa gli oggetti matematici rappresente P(Y)
nella figura alle rispettive denominazioni e

enunciane il significato: piano cartesian

origine, assi cartesiani, asse delle ascisse, &5 —
delle ordinate, quadranti, punto, asciss -t

ordinata. 2

]| \"

Il piano cartesiano e il piano geometrico euclidteoui € stato definito un sistema di riferimento
Oxy formato da due rette perpendicolari orientatetatéadi una unita di misura.
In questo modo ad ogni punto del piano é assogi@acoppia di numeri reali e viceversa.




4.2.1 Punto medio di un segmento e distanza tra dpeinti nel piano cartesiano

La figura mostra che I'ascissa del punto medi

di un segmento si calcola facendo la media . T <
delle ascisse degli estremi del segmento stes N
xP + xQ ST =

Xm 2

Analogamente per I'ordinata si ottiene
— yP + yQ rQ

m 2 0

La distanza di due punti nel piano cartesiano
determina applicando il teorema di Pitagoraa ° 129
triangolo rettangolo che ha per ipotenusa il
segmentd”Q e i cateti paralleli agli assi

cartesiani. 3

YQ —yr

PQ = J(xQ —xp)2+ (Yo — yp)?

Casi particolari per il calcolo della distanza tradue punti:
- A eB hanno la medesima ascissg= x : AB = |y — y4l

- AeB hanno la medesima ordinagg = yg : AB = |xg — x4|

4.2.2 La retta nel piano cartesiano

L’equazione y = mx e soddisfatta da tutte le coppie ordinate di numeali (x,y) tali che

y = mx. | punti del piano cartesiano le cui coordina®€x, y) soddisfano questa condizione
appartengono ad una retta del piano cartesian@api@sger l'origine e viceversa tutti i punti di
questa retta soddisfano I'equazione mx. Questa retta € il grafico della funzione= mx,

la funzione di proporzionalita diretta.




Esempio

2 y=2x

y = 2x

Le ordinate dei punti della retta sono il
doppio delle corrispondenti ascisse.

Viceversa, tutti i punti del piano che hanno
un’ordinata doppia dell'ascissa appartengono B
alla retta

-4

Grafico della funzioney = 2x

Piu in generale tutte le rette del piano cartesiana I'eccezione di quelle parallele all'asse
y, sono rappresentate dall’equazigne mx + q.

Scelti due qualsiasi punfl; e P, della retta, il parametrm, dettopendenza é definito
come il rapporto tra la variazione delle ordinate due punti e la variazione delle

corrispondenti ascisse.

_Ay _y2-»

T Ax Xp—X1
Il parametrag, dettoordinata all’origine, e I'ordinata del punto d’intersezione della retta
con l'asse delle y.

La pendenza e pari alla variazione delle
ordinate per una variazione delle ascisse
pari ad uno: peAx = 1, m = Ay. 5

La pendenza € positiva se le ordinate
crescono al crescere delle ascisse, negativa
se decrescono al crescere delle ascisse. 3

Per m =0 l'equazione diventay = q,

funzione costante. Il grafico € una retta (0.a) Y —1h
parallela all'ass& delle ascisse. 1 A ——

0
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y =mx + q
Osservazione

La pendenza ha il significato dvélocita di variazione della grandezza y rispetita a
grandezzax velocita di variazione che nel caso della réftamzione lineare) € una costante.

Esempio:

Nella legge linearep = m -t + p, che descrive 'andamento di un prezzal variare del
tempot, p, rappresenta il prezzo al tempo zero (ordinatardiine) em la rapidita di

.. A
variazione del prezzo nel tem?%).



La pendenza di una retta & funzione
dell'inclinazione  della  retta  cioe
dellangolo che essa forma  con il
semiasse positivo delle ascisse, puo quindi
assumere qualsiasi valore realet@ e

00, Ln=0

=t

W

Parallelismo e perpendicolarita tra rette

Metti a confronto le rette in figura

Le rette r e s sono parallele e hanno quindi
la stessa pendenza, hanno perd ordinate
all'origine diverse perché intersecano
I'asse delle ordinate in punti diversi.

In generale se la retta e parallela alla
retta r le pendenze sono uguai’ = m

La retta t € perpendicolare ad r e a s se ha
una pendenza pari allopposto del
reciproco delle comune pendenza dir e s:

(TE T

4} Yy=-2x+4

my = — (i) = —2.
0.5
In  generale la pendenza della
perpendicolare’ralla retta r e:
, 1
m m

Osservazione

L’equazione piu generale di una retta nel pianteszno é del tipax + by + ¢ = 0. Tale
equazione e detta forma implicita e rappresertta kel rette del piano, anche quelle parallel
all'asse delle ordinate. Dall’equazione general&adetta, considerandd # 0 da essa si

. . . a c a c . .
ottiene la forma esplicityy = —sXx—- e ponenden = -5 € gq=—, siottiene

I'equazione della retta in forma esplicifa= mx + q.




Equazioni di rette particolari: 411,
y = 0 Asse ascisse K=Y
x = 0 Asse ordinate = \ J

Ly
y = g Rettal| asse ascisse \l/ e

X = k Rettall asse ordinate :\\
X =y Bisettrice 1° - 3° quadrante k

X = —y Bisettrice 2°- 4° quadrante

Fascio dirette proprio e improprio

Per assegnare una retta e sufficiente fissare whte (pn assioma della geometria euclidea
afferma che “per due punti passa una e una sa&)rebppure assegnare i due coefficienti
m (pendenza) q (ordinata all’'origine)

Assegnando un solo punto o un solo coefficientdti@ne una famiglia di infinite rette
detto fascio.

Assegnando un puntosi ottiene un cosidetfascio proprio, costituito da tutte le rette che
passano per il punto assegnBifx,, y,). di equazioney —y, = m(x — xg).

Assegnando il coefficienten, ad esempion = k, si ottiene un cosidetfascio
improprio , costituito da tutte le rette del piano di pen@degnz di equazioney = kx + q.

Interpretazione geometrica della risoluzione dellequazioni di primo grado.

La risoluzione di un’equazione di 1° grado in una
incognitax (mx + q = 0) puo essere vista come la
ricerca del punto d’'intersezione della retta
y = mx + q con I'asse delle ascisge= 0

{y=mx+q@[ :—%
y

La soluzione dell’equazione e I'ascissa del putitg
intersezione, se esiste, delle due rette.




6.3 Risposta al quesito iniziale

euro

Teleson:y = 0.25x 2
Telecon:y = 0.1+ 0.2x

1.5 Telefon

Telecon

Equazione della retta in forma
esplicita,y = f(x) y funzione di:

Teleson

y=mx-+gq 2

0 1 2 3 4 5 6 7 minuti 8

4.1 Un quesito
Rappresenta sul piano cartesiano i seguenti pAiti2,1); B (3,1); C (3,7) e verificare che
determinino un triangolo rettangolo.

Esempi 4.1

A:(2,1); B:(2,3) = AB = |1 — 3| = |-2| = 2 (Punti A e B con medesima ascissa)
A:(1,3); B:(5,3) = AB = |5 — 1| = 4 (Punti A e B con medesima ordinata)
A:(2,2); B:(6,5) = AB =./(6 —2)2 + (5 — 2)2 = V16 + 9 = 5 (Caso generale)

4.1 Un quesito
Rappresenta le seguenti rette:
| A)3y—1=0;B)5x—10=0; O)y=2x—-3; D)x+y—-3=0

Altri quesiti
1. Laretta r ha equaziong=mx+(, la retta s equaziong=m'x+q'.

Quali condizioni devono soddisfare i coefficiemti, m’, ge ', perché esse risultino parallele,
perpendicolari, incidenti?

2. Considera nel piano cartesiano il segmento deestA (1;2) e B (5;4) edetermina
I'equazione dell'asse del segmento AB come reggoendicolare al segmento, condotta nel
punto medio.

Sistemi di equazioni

\ Si dicesistema di equazionnelle incognitex,, x, ..., x, una struttura del tipo:




Al(xl, X3, ...,xn) = b1

Az(xl, xz, ...,xn) = bz

Ay (xy, x5, 0, Xp) = by
DoveA,, A,, ..., A, Sono espressioni nelle incognitg x,, ..., x,,.
Definizione:

Si dice SOLUZIONE di un sistema carincognite unar-upla ordinat&(x,, x5, ..., x,,) di valori che
soddisfa le equazioni del sistema.

Il sistema puo essere:

-Determinato: ammette un numero finito di soluzioni
-Indeterminato: ammette infinite soluzioni
-Impossibile: non ammette soluzioni

Il grado di un sistema di equazioné il prodotto dei gradi delle singole equazioni.

Sistemi di 1° grado in 2 incognite

Sono sistemi riconducibili alla forma:
ax+b;y—c, =0
{azx +b,y—c, =0
0 equivalentemente
a1 x + by =cq
{azx +byy=c,
Soluzionedi un sistema di 1° grado in 2 incognite ogni capprdinata(x,y) che verifica le
equazioni del sistema.
Geometricamente risolvere un sistema di 1° grado in 2 incogriitey) significa determinare il
I punti di intersezioni tra le 2 rette:

Incognite— (x,y)

(Forma normale)

r a4 x+by=c
st ax+byy=c,

Tre casi possibili

53 v SISTEMA DETERMINATO
(una e una sola soluzione)
e Significa che le rette sono incidenti in un puBte,, y,)
soludien
J SISTEMA IMPOSSIBILE

(A soluzioni)
Le due rette sono parallele, hanno lo stesso cosfte angolareng)

.U:;-,E SISTEMA INDETERMINATO
(Infinite soluzioni)
Le due rette sono coincidenti




Caso particolaresistema omogenea; = ¢, =0
{alx +b,y=0
ax+b,y=0

Metodi di Risoluzione di Sistemi Lineari

Metodo di sostituzione
a1 x + by =cg
{azx + b,y =y
Consiste nell’andare a isolare un’incogriteo y) in una delle 2 equazioni e sostituirla nell’altra
Ad esempio, isoliamo lanella 1° equazione:
by €1
X=——y+—
a, a,
E sostituirla nella 2° equazione:

J —by+ ¢,
x = —
aq

-byy+c
kaz (%)‘l‘bzy_Cz:O
Esempio
y=2x-—3 {y=2x—3 y=2x-—3 y=2x—3
{3x—2y=—1‘:’ 3x —2(2x —3) = -1 ‘:’{3x—4x+6=—1‘:’ {x=7
{y=11
x=7

Graficamente:
Disegniamo le due rette nel piano cartesiano:




Metodo della combinazione lineare:
Consiste nel sostituire una delle due equazioniww@combinazione lineare delle due equazioni in
modo che contenga al piu una delle incognite.

Esempio

{x+2y+3=0 {x+2y+3:o {x+2y+3=0

5x —2y+7=0 x+2y+3)+(Gx—2y+7)=0 6x+10=0

—2+2y+3=0 2y=2-3 2y =22 2y =-3 y=-2
5 = 5 = 5 = 5 = 5

X =—- X =—- X =—- X = —- X =—-
3 3 3 3 3

s=(-2,-2)} quindi il sistema & determinato

Metodo del confronta consiste nell'isolare in entrambe le equazionmadesima incognita ed
eguagliare poi le due espressioni ottenute.

__ —biy+cy -by+ci _ —byy+c, _a1C—03Cq

{alx + bly - Cl aq a, a = albz—azbl
a,x + b,y =c, X = —byy+cy X = —biy+cy X = C1by—C3bq
a, a, aib;—azby

Esempio
x+2y+3=0 x=-2y—3 —2y—3=27 —10y —15 =2y — 7
{5x—2y+7=0:{x=2y_7 = ® :{x=—2y—3

5 x=-=2y—3

{—12y=8 y=-3
x=-2y—3

Sistemi lineari in 3 incognite

4.1 Un quesito
Risolvi il seguente sistema lineare in tre equaaziotre incognite, interpretando graficamente la
soluzione:

3Ix—y+2z=7

[x+y+z:6
2x+3y—z=5

a1 x + by +cz=d,
{azx +b,y+cz=d,
azx + bzy + c3z = dj
3 equazioni in 3 incognite y, z

Risolvere un sistema di questo tipo significa aadadeterminare i punti di intersezione tra 3 pigni




R

R
Esempio:
4x+3y+5z=1 4(3—-2z)+3y+5z=1 3y+z=-11
8x+6y+10z=2 & 8x+6y+10z =2 = 18x+6y+10z =2
x+z=3 x=3—-1z x=3—2z
=—11—z 11—z
3 Yy = 3
8(3—z)+62(%)+10z=2 ©124-82-22-22+102=2
x=3—z Xx=3-2
-11-z
= 3 _ —11-z
2=2 @{y_ 3
x=3—2z
x=3—-2z

Il sistema & indeterminato perché ha infinite siinizdel tipo(3 — z,—=-=,z),z € R.

Altri quesiti

3. Risolviiseguenti sistemi lineari di due equazioni in due incognite, interpretando
graficamente la soluzione, e di tre equazioni in tre incognite.

{ y=2x-—3
& 1Bx—2y+1=0
2 48 5
b x—y  x+y  x%-y2?
y
c x+2y+3=0

(5x —2y+7=0

4x+3y+5z=1
d. 8x+6y+ 10z =2
x+z=3




