Lezione 5

Funzione quadratica - Equazioni algebriche di lI°e superiore.

Equazioni di 2° grado

4.1 Un quesito
Risolvi:4x? +x—1=0

Un’equazione algebricanella incognitax si dice di Il grado se ridotta a forma normalesétipo:
ax?+bx+c=0 con a,b,c€ER ANa#0

Al variare dei coefficienta,b, ec dell’equazione si presentano i seguenti casi:

Casob =0

2 2 ¢
ax‘+c=0=x*=——,a%0

a
Se-<0e—-<>0 xZ:—f(:)x:i/—f :S:{—/—f, /—5}
a a a a a a

Seg >0 — §< 0 I'equazione non ha soluzionireali = S =0

Per esempio x> —5=0< (x—/5)(x+V5) =0
Per la legge di annullamento del prodotto:
x—=V5=0 VvV x+V5=0
U U
x,=V5 VvV x,=-V5

Casoc=0
ax’+bx=0
b o _2
x(ax+b)=0=x=0 Vi=-—--= S—{O, a}
3

Per esempio 5x% +3x =0 x(5x +3) =0 & x=0vx =1 :sz{o,—g}

In generale ax? +bx+c=0

Indichiamo conA= b? — 4ac dettodiscriminante
Si presentano 3 casi:

—b++/ b%—4ac —b—y/ b%—4ac -b i\/z L .
A> 0= x = —Y., VopE———— = S = { } due soluzioni reali
a a
b b o o
A=0= x, = x, = - = S = {— Z} due soluzioni reali e coincidenti.
a

A< 0 = S = @ nessuna soluzione reale.

Nel caso in cub = 2d cioeb e PARI, le eventuali soluzioni reali della corosplente equazione

2°grado sono:
—d +Vd? —ac

a

X1,2 =

i



Osservazione importante la formula generale per determinare le soluzainin’equazione di |
grado si puo applicare anche quando I'equazioMGOMPLETA ossiab = 0 V ¢ = 0, tuttaviaé
preferibile utilizzare i metodi particolari che si sono presgin

Esempi:

a.4x>+x—-1=0

A=1+ 16 =17 > 0 quindi le soluzioni sono 2:

—1+V17 _ —1+V17, -1-V17

8 g '’ 8

X12 =

b.4x?+x+1=0
A=1—-16 = —15 < 0 quindi non ci sono soluzioni reali.

C.4x’+4x+1=0
A= 4 — 4 = 0 quindi le soluzioni sono 2 ma coincidenti

—2++0 1
X = —_— -
12 4 2
d 3x _l_l__ 2 3x24+2x—1 _ 2
" 2x—1 ' x  x—2x2 x2x—1) ~ x(2x—1)

3x2+ 2x—1=23x*+ 2x—3=0 con x # 0,5
A= 4 + 36 > 0 quindi le soluzioni sono 2 e distinte
-1+£+v10 x; = 0.72

12 =73 x, = —1.38

Proprieta delle soluzioni di un’equazione di Il goo

ax’+bx+c=0 conab,c ERAa*0
Sianox; ex, le soluzioni dell’equazione, per il teorema di fufsi ha:
ax’+bx+c=0 & alx—x)(x—x,)=0
Sviluppando il prodotto e dividendo peesi ha

c
x2+ax+a=0 & x2—(x; +x)x+ (xx) =0
quindi
X +x; =—=
1+ X 2

Cc
xl'sza

Esempi 4.1
Partendo dall’equazionet? — 8x + 15 = 0 il valore delle soluzioni si posso ottenere trma
due numeri la cui somma e 8 e il cui prodotto ciselvendo il sistema
X, +x, =8 x1 =3

{xl-xz =15 (:){xz =5
Gli stessi valori si ottengono usando la formula
_ 4+V16-15 _

1

5: 3.

X1,2




Interpretazione geometrica delle equazioni di llapto

4.1 Un quesito
Considerata la parabola di equazigne 2x2 + 2x — 4 determina le coordinate del vertice, i punti
di intersezione con gli assi cartesiani e rappredgmel piano cartesiano.

La parabola e il LUOGO GEOMETRICO dei punti equidigi da un punto dettmoco e una retta
r dettadirettrice .

= = ' . e R
La parabola con asse di simmetria parallelo all'assgeé l'insieme dei punti del piano che

soddisfano un’equazione del tipo:
y=ax*+bx+c
L’asse della parabola interseca la parabola inwmqd/ dettovertice di coordinate
b —-A
V= (~207)

Le soluzioni di un’equazione di 2° grado in una incognitpossono essere interpretate come le
ascisse dei punti di intersezione, se esistonts gatabola di equazione= ax? + bx + ¢ con
I'asse delle ascisséy = 0); infatti

ax’+bx+c=0 (:){

ax’+bx+c=y
y=0

-a > 0 la parabola ha la concavita rivolta verso I'alto

\

A <0 A=0 A>0




-a < 0 la parabola ha la concavita rivolta verso il basso

1

0 1 2 3

0 A>0

A<0 A

Esempio 4.1
y=2x*+x-1
Equazione di grado ir € I'equazione di una parabola, con asse di simangdrallelo rispetto
all'assey. La concavita della parabola e ottenuta guarddrsigno del termine di Il grado
2 > 0 = concavita rivolta verso l'alto. (se € negativo éseel basso).
Andiamo a determinare le soluzioni dell’equazion# drado associata:
2x2+x—-1=0
Corrisponde a determinare i punti di intersezioekadparabola con I'asse(y = 0).
Calcoliamo i punti di intersezione:
{y=2x2+x—1 {2x2+x—1=0 _ -14VI¥8 _ -143 -1-3 _ 1,
= = X12 = = )
y=0 y=0 ' * *
Quindi, la parabola interseca I'assgei punti:(%, 0) e (—1,0)
Calcoliamo il vertice della parabolga = 2, b =1, c = —1)

V—( b —A)_( 1 9)
\ 2a’4a) \ 4 8




Casi particolari

Data una parabola = ax? + bx + ¢
¢ =0= y =ax?+ bx (la parabola passa per l'origine)

o

b =0=y=ax?+c (il vertice si trova sull'assg V = (0, ¢))

L’equazionex = ay? + by + c rappresenta ancora una parabola con asse di simmatallelo

all'assex.
o0

Equazioni di grado superiore al secondo

Definizione: si diceequazione di gradon in un’incognitax ogni equazione riconducibile:
A X + a1 x" 1+ +ax+ay,=0

Doveay, aq,...,ap, ERANa, #0

Sen = 1: a;x + a, = 0 equazione di | grado x

Sen = 2: a,x? + a;x + a = 0 equazione di Il grado ir

| valori che sostituiti all'incognita verificano 'uguaglianza sono dettdici o soluzioni

dellequazione.

Quante soluzioni ammette un’equazione di gna®lo




Teorema fondamentale dell’algebra:

ogni equazione del tip@,x™ + a,,_;x* 1 + -« + a;x + a, = 0 ammette nell'insieme R al
massimo n soluzioni.

Per ottenere esattamemtsoluzioni si dovra lavorare nell’insieme dei nunoamplessi.
Metodo generale

Si procede in tre passi:

1) Si scrive I'equazione in forma normale sommandamini simili e portandoli al 1° membro
2) Si cerca di scomporre il 1° membro nel prodott@ dipiu fattori di 1° grado

3) Si applica la legge di annullamento del prodotioe ¢ prodotto di due o piu fattori € nullo
4) quando almeno uno dei fattori € nullo ossiab=0< a=0Vvb = 0.

Esempio
1)
x3-1=0
Equazione di grado 3, differenza di cubi
x—1D%*+1+x)
-1+V1-4

= A< 0 A soluzione € R

x? + 1 + x = falso quadrate> x; , =
x—1=0=>x=1

S ={1}

Altro metodo:

x3=1

Porto il termine noto a destra ed estraggo la eadubica ad ambo i memobri:

Vxd =1

x=1
2)

(x2+3x+2)(x+1)?x2=0
Grado2+2+2=6
Possiamo applicare la legge di annullamento delgito:
x24+3x+2=0

(x+1)%=0
x2=0
Scomponiamo il 1° fattore:
-3+v9-8 -3+1 -3-1
X = = , = —1,-2
2 2 2

da cui I'equazione di partenza diventa
x+Dx+2)(x+1?*x%2=0
(x+1)3(x +2)x2 =

Per la legge di annullamento del prodotto si ha:

(x + 1)3 = 0 = x = —1 con molteplicita 3

x+2=0 = x = —2 con molteplicita 1

x? = 0= x =0 con molteplicita 2

Se sommiamo le molteplicita delle radici otteniairgyrado dell’equazione3 + 1+ 2 = 6.
In questo caso I'equazione ha lo stesso numeroldizioni del grado dell’equazione.




Si dicono equaziorbinomie le equazioni del tipo:
ax"+b=0
Costituite da 2 termini di cui uno e il termine oot
Le equaziontrinomie sono costituite da 3 termini di cui, se ordintl,’ ha potenza doppia
rispetto al 2° e il terzo € il termine noto:
ax** +bx"+c=0

Esempio
2x°+3x34+1=0
Equazione trinomia di grado 6, & un’equazione dellmaax?™ + bx™ + ¢ = 0 conn = 3.
Sirisolve ponenda™ =t e risolvendo
at’>’+bt+c=0
la quale e equazione di Il gradotin

. _—b+\/b2—4ac
12— 2a
. _—3ix/9—8_—3+1—3—1_ 1 "
o e R
Risostituendo la variabile iniziale si ottiene:
3 __1y.3 - _ - _ 1 - _
x° = 2Vx =—-1=ox= %/va_ 1.

Altri quesiti

1. Costruisci, se possibile, un‘equazione di secomdday una di terzo e una di quarto che
non abbiano soluzioni reali.

Equazione di secondo gradd: + 5 = 0;
Equazione di terzo grado: Da svolgere.
Equazione di quarto grade* + 10 = 0;

2. Quali relazioni sussistono tra le soluzioni debgenti coppie di equazioni (o insiemi di
equazioni)?
a. x*-x=x+1 e x*-2x-1=0;

Sono le stesse.
b. 5x2—3x:g e 15x*-10x=0:;:

Sono le stesse.

x>+ 2x+3 _ x> +2x+3=0
—=0 e .

x? +1- X x>+1-x=0

3 +2x+ P

M:O ha le stesse soluzionid? + 2x + 3 = 0.
X% +1-X

3. Costruisci, se possibile:

a. un'equazione di quarto grado in una incognita timsacome soluzior, 1, 2, 3.



Soluzione:
x(x—1D(x—-2)(x—3)=0

da cui svolgendo i prodotti si ha:
—6x + 11x% —6x3 +x* = 0.
b. un’equazione di terzo grado che abbia per soluzitbne
Soluzione:
(x+1)3 =0,
da cui svolgendo il cubo di binomio si ha:
x3—-3x2+3x—-1=0.

c. un’equazione di terzo grado che abbia come unikzisme -1.
Soluzione:

x34+1=0
Da cui svolgendo la somma di cubi si ha:
x+1)(x?—x+1)=0.

4. Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado.

a. 4x*+x—-1=0
b. 4x2+x+1=0
c. 4x*+4x+1=0
d x*—-5=0

e. 3x2+7=0

f. 5x2+3x=0

g. x?—8x+15=0

5. Risolvi le seguenti equazioni fratte.

3x 1 2
2x-1  x  x-2x2

b, =24
2t t

6. Risolvi le seguenti equazioni algebriche mediante applicazione della legge di annullamento
del prodotto e il metodo di Ruffini.

a. x3—-1=0
b. (x2+3x+2)(x+1)*x?2=0
c. 5x*—16=0

d. 2x°4+3x3+1=0



e. —2x*+2x>+5=0
f. x+4)°=0

g x°—x*—x34+x2-2x+2=0



