Lezione 9

L a Funzione esponenziale e lafunzione logaritmica

| Unquesito
1. Il seguente grafico & il grafico della funzion”!
y=log, x, perb>0? y=logx

Potenze con base reale ed esponente razionale

Una potenza* con x € Q,a € R ¢ definita pera > 0 perché, qualora si scegliesses 0, la
n
potenzaam puo non esistere.

1
Per esempio: per = 4 la potenzaiz = va = V4 = 2 ma pera = —4 la potenza non esiste.
1

Un altro esempio: per = 0 la potenzaz 2z = % non esiste.

Proprieta delle potenze

Consideriamo la potenze® x € Q, a € R¢ (reali positivi). Valgono le seguenti proprieta:
e a’=1

o a*-a¥ = g*ty

e a¥:a¥ =a*?
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e an =43/a™ conn € Ny,m € Z quindi perm = 1 si haan = Va

Esempi
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Funzione esponenziale

Esiste un teorema che garantisce I'esistenza teéraurealen™ datix € R,a > 0

Si dicefunzione esponenziale una funzione del tipo:
VX ER f(x)=a*,a€R}
che associa ad ogni numero realen numero positivo rappresentato edn
La funzione esponenziale e positiva per ograle e il suo andamento dipende dal valowe di
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Nota: £(0) = a® = 1 = il grafico di qualunque funzione esponenziale aas il puntg0,1).

Esempi
Costruiamo per punti il grafico delfanzione esponenziale:

Casoa >1
Per esempia =2 -y = 2%
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y = 2% ha asintoto orizzontale dato dalla retta: 0 (assex)
E una funzionestr ettamente cr escente cioé
Vxi,X%, € R conx; < x,, siha2* < 2%z,
In generaleva > 1 la funzioney = a* é strettamente crescente e ha un andamento analogo a
quello diy = 2*.

Casv0<ax<1
. 1 1\*
Per esempia =- -y = (E)
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y = G) ha asintoto orizzontale dato dalla retta 0 (assex)

E una funzionestrettamente decr escente cioé
X2

1\* 1
Vx1,%X5 € R con x; < Xy, (E) > (5)

In generaler0 < a < 1 lafunzione y = a* e una funzionetrettamente decrescente ed ha un

X
andamento analogo a quello gi= (%) .




Concetto di logaritmo

Un’equazione esponenziale é un’equazione in auidgnitax compare nell’esponente di una o piu
potenze:
a*=b
X € R,a,b € R (reali positivi),a # 1

Teorema:
Un’equazione esponenziale elementare cioe delhador

X=pb conx €R,a,b € R{ (reali positivi),a # 1
ammette un’unica soluzionedettalog, b (logaritmo in basa di b)
Dovea = base del logaritmo

e b = argomento del logaritmo

Interpretazione geometrica:

la soluzione di un’equazione esponenziaie= b si pud a

interpretare come la soluzione del sistema: @ /
y = a* funzione esponenziale
{ y = b retta parallela all’asse x

Seb > 0,x =log, b & l'ascissa del punto di intersezione tra | // |
funzione esponenziale e la regta= b. = —
Poiché I'esponenziale e una funzione strettamenetxente o :
decrescente ossia monotona, tale intersezioneca.uni

Seb < 0 larettay = b non interseca la curva Y M
y = a* quindi 'equazionet* = b eimpossibile
quindi il logaritmo in basa di b non esiste.

=

Concludendolog, b esiste se e solo $e> 0.

In generale per la risoluzione di una equazionemspziale:
af® = g9 & f(x) =g(x)

Esempio:

a3*"=9 3*=32=3x=2

b. 4* = 2" & (28)* =2 < 2% =2~
2x=x*ox(x—-2)=0x=0,x = 2.



Proprieta del logaritmo

x=logab a*=>b
cona>0ea=#1
a = base del logaritmo
b = argomento del logaritmo
N.B.
* log, 1 =0 infatti 0 € 'unico numero tale che&* = 1
* log,a =1 infatti 1 & 'unico numero tale che’ = a

Esempi
a x=1log,8 © x =3infatti23 =8
-3

b. x = log1 8 © x = —3 infatti ( =2 1H3=2%=8

2
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Notazioni:
Logaritmo decimale: log;, b = Logb
Logaritmo naturale: log,b =1Inb =logh (e = 2,7)

Proprieta fondamentali dei logaritmi:
1. a'°8ab = p infattilog, b & I'esponente per cuia® = b

2. log, a® = c infatti log, b € 'esponent@er ottenerea‘ = b

3. log, xy = log, x + log, y infatti l'uguaglianza equivale &y = a'°8a* - ql°8aY = glogax+logay

alogax

= ql°8ax—logay

4, loga§ = log, x — log, y infatti 'uguaglianza equivalegalz oy

5. log, x¥ = ylog, x infatti l'uguaglianza equivale 8 = (a!°8a*)” = g¥logax

Esempio:
a. log, 4 =log, 22 = 2 (proprieta 2)
b. log, 6 =log,2 +1log,3 =1+log,3
c. x>0 In—=Inx—1In(x+1)

x+1 X
d x>0, logo.sm = loggsx —logos(x + 1)
e. log,9 =log, 3% =2log, 3

x> _ 3 _ 2 _

f. x>0, In ey Inx®> —In(x+1)*=3Inx —2In(x + 1)

La funzione logaritmo

Si dicefunzione logaritmo una funzione del tipo:

Vx €ER: f(x) =logyx ,a €R{
che associa ad ogni numero reale posiivo numero rappresentato dog, x .
La funzione esponenziale e positiva per ograale e il suo andamento dipende dal valowee di

0<ax<l1 a>1

XERf x>0
log,x=beox=a’>0

La funzione logaritmica di basee la funzionenversa della funzione esponenziale di base




x(exp)ax(log) log, a* = x

— —
x(log) log, x (exp)alogax — x
— —

Grafico di funzioni logaritmiche

Casoa>1
Consideriama =2 - y =log, x,x > 0

Il grafico della funziongy = log, x € strettamente crescente cioé

VX1, % € RT, 0y # x5 Axy < x5 2 F(x1) < F(xy)
Il grafico diy = log, x passa per il punt@l,0).
La rettax = 0 éasintoto verticale

Caso0<a<1
Consideriama = % - y=logix, x>0
2

La funzioney = log, x estrettamente decrescente, cioe

Vxy, X%, € RT,x1 # x5, Axy < xp = logg x1 > log, X,
Il grafico diy = log, x passa per il punt@l,0).
La rettax = 0 éasintoto verticale

Risposta al quesito
Il grafico é corretto nel cadm> 1.

Esempi
a. log, 6 =log, 2 + log, 3 = 1 + log, 3 & sicuramente maggiore di 2 perché 3>2
b. x>0, In——=Inx —In(x + 1) & sicuramente negativo perané e > 1e — < 1

c. x>0, 10go.sﬁ = log, s x — logy s(x + 1) & sicuramente positivo= 0.5 < 1 e ﬁ <1




Trasformazioni della funzione logaritmo

logox x>0

y = —log, x y = [logx| y = logalx| = {loga(—x) <0

y=log,x+k y=log,(x+k) a>1
(A Ko
"'——l-

Quesiti
2. Qual ¢ il valore della potenZa ?

3. L'uguaglianzaa* @’ =a”¥ é vera o falsa?

4. y=a* conxOO e a>0 e una funzione esponenziale?
y=x* con xOO e a>0 & una funzione esponenziale?

5. E vero che, per ogra,b00 enON vale:a<b=a"< b"?
6. Quante radici ha 'equazior®& =07

7. 1l seguente grafico puo essere il grafico dellzfane y =2*? Perché?



T v

8. Scrivi in simboli *y € il logaritmo in basé di x". Quali sono le condizioni da porre b
Quali sono le condizioni da porre s2I

9. Riesci a semplificare I’espressioﬁ'coegsX ?
10.Qual e il valore diog, 49

11.Qual e il valore dilog, 2

12.Come si puo calcolardéog, (xy ?)
: 1
13.E’ vero chelogb(—) =—log, x ?
X

14.E vero che ddogx =logy seguex=y?



