Lezione 10

Equazioni e disequazioni esponenziali e logaritmiche

Un quesito
Qual e la soluzione della seguente disequaziorenesgiale?

X .

ot < 107

Equazioni esponenziali

Un’equazione esponenziale € un’equazione in autdgnitax compare nell’esponente di una o piu
potenze:
*=b
X € R,a,b € R (reali positivi),a # 1

Teorema:
Un’equazione esponenziale elementare cioe deltagor

a*=b conx €R,a,b € R (reali positivi),a # 1
ammette un’unica soluzionedettalog, b (logaritmo in basea di b)
Dovea = base del logaritmo

e b = argomento del logaritmo

Interpretazione geometrica:

la soluzione di un’equazione esponenziaie= b si pud a

interpretare come la soluzione del sistema: f /
y = a* funzione esponenziale _}f"-’_ L_,_“ ————
{ y = b retta parallela all’asse x ,--” !,

Seb > 0,x = log, b € l'ascissa del punto di intersezione tra | / '

i
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funzione esponenziale e la regta= b. = ¥
Poiché I'esponenziale & una funzione strettamaestente o e
decrescente ossia monotona, tale intersezioneca.uni
Seb < 0 la rettay = b non interseca la curva T v=oX
y = a* quindi 'equazioner® = b eimpossibile
quindi il logaritmo in basa di b non esiste.
b
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Concludendolog, b esiste se e solo $e> 0.

In generale per la risoluzione di una equazionemspziale:
@ = g9 & f(x) = g(x)

Esempio:
a 2l=52-2"=52*= g si usa il logaritmo di basz> 1 quindi

log,2* = log2 & x =log,5 — log, 2.



b. 2x+1 — 51—x
log 2¥*t1 = og 51~
(x+1)log2=(1—x)log5
xlog2 +log2 =log5 — xlog5
xlog2 + xlog5 =log5 —log?2
x(log2 +log5) = log5 — log 2

5
log10 =1 > logz 1 >
= e e e —
x 108 827 ¥ Tlog10 ~ B2
2X+1 2 x+1 . . . . 2 . .
c. 2¥l=3"*1o Fa=1le (5) = 1 si usa il logaritmo di bas3equmd|

2 x+1
logg(g) =logz2l=0=x+1=0x=-1.
3 3
d. 25% =51 & (52)* = 5**1 & 52¥ = 5¥*1 gj ysa il logaritmo di basgquindi
2x=x+1ox=1.
5—4+ 4 :0<:>5—4+24 -0
5¥—1 = 25¥—5% 5¥—1 = 52X_5X
ponenddb”* =t > 0 si ottiene I'equazione fratta
T =0t>0e P-4t +4=0,t>0,t 0,
t?—4t+4=0=(t-2)’=0t=2

In conclusione la soluzione é data®a= 2 < x = logs2.

Equazioni logaritmiche

Un’equazione logaritmica € un’equazione in cuidbgnitax compare nell’argomento di uno o pi
logaritmi.
Il caso piu semplice é

log,x=b = x=a"

x,a€ER{,bER,a+1
Per risolverla, si cerca di ottenere un solo lagasiad ambo i membri dell'uguaglianza in modo
poter ricondurre I'equazione logaritmica ad un’ezjaae negli argomenti dei logaritmi. Si osserv
che durante tale operazione di riduzione e fondéaetener presente che I'argomento del

logaritmo deve sempre essere maggiore di zero.

—
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Esempio:
a. log; x% =

CE:x?>0=x+#0

Per esplicitare I'incognita si usa I'esponenziale di ba3ejuindi
x%>0 { x#0

10g3x2=6<:>{36:x2 x=i33(:>x=127

4

b. log, 16 = -3

CEx>0x+1
Per esplicitare la si usa I'esponenziale di basejuindi
x>0, x#1 x>0,x#1
logx16:—§(:> , e ( :
16 =x 3
c. log,(x? —x+1) =-1
C.E.x?—x+1>0perognix;infattiA = -3 < 0ea=1>0
Si ha:
log,(x* —x+1)=-1ex*—-x+1=2"1
2x% —2x+1 =0 impossibile perchd = -4 < 0
d. log;|3 —2t| =2
CE:3-2t|>0e3-2t#0t#

N sex=273=2
xs) = (16)7s 8



Per esplicitare lasi usa I'esponenziale di ba3ejuindi

3 3
logs|3—2t| =2 =73 = t*3 St=-3Vt=6
|3 —2t] =32 3—-2t=49

.In(x+1)=In(1—-x) —Inx
x+1>0 x>—1
C.E.:[l—x>0<:>{x<1 =0<x<l
x>0 x>0
Inx+1)=In(1-—x)—1Inx :»ln(x+1)=ln1;—x

Per esplicitare la si usa I'esponenziale di baseuindi
{0 <x<1 { 0<x<1

x+1=1;—x(:)x2+x=1—x
0<x<1 _ ~
(2 o g oxr=—1+VZ=041

. xLog3 = Log(2 —37%)

CE2-37">03" <2 x> -log;2

xLog3 = Log(2 —37*) & Log3* = Log(2 —37%)

Per esplicitare la si usa I'esponenziale di basé quindi

3* =2 —37* ponend®3* =t > 0 si ottiene I'equazione fratta

1
t=2—t‘1=2—?,t>0=>t2—2t+1=0<:>t=1

In conclusione la soluzione e datazfa= 1< x =0

. (logzx)? + logsx —6 =10

C.E:x>0

ponenddogs;x = t si ottiene I'equazione di secondo grado
t’?+t—-6=0t=-3,2

In conclusione le soluzioni sono due:

1 =-3ox=33=—
0g3Xx X >

logsx =2 x=32=9



Disequazioni esponenziali e logaritmiche

Una disequazione esponenziale € una disequaziane lfincognita si presenta nell’esponente d
una potenza:

a*>b,a>0,a#1,bER
(analogamente cog, <, <)
La soluzione di una disequazione esponenziale elameedel tipax* > b (oppure=>, <, <) con
a > 0,a # 1 ex variabile reale, dipende dalla base dell’esporad@a dal verso della
disequazione.

se0 < a <1 lafunzione esponenziale e strettamente
decrescente qumdl '
a*>a¥ o x<y | Az )

sea > 1 a funzione esponenziale e strettamente
crescente quindi
a*>a’ x>y |

N.B.

- Sel < a < 1, passando alla disequazione dagli esponentiysiteil verso della disuguaglianza.
- Sea > 1, passando alla disequazione dagli esponentiastieneil verso della disuguaglianza.
(una volta che ci si € ricondotti alla stessa ls@&@d membro di sinistra che di destra della
disequazione).

Esempio:
f. 2*>128 < 2* > 27 = x > 7 poiché la base &= 2>1
g 2¥>4%1 o2¥> (2H) 1o 2¥ > 2%x2
Xx>2x—2x<2
Esempio:
h. 2**"1>5&2:-2*>5 2% > g si usa il logaritmo di basz> 1 quindi

log,2* > log2 < x > log,5 —log, 2.

H x+1 x+1 x+ 2 x+1 . . . . 2 . .
. 2 >3 e—>1s ( ) > 1 si usa il logaritmo di ba53e< 1 quindi

3xX+1

x+1
logg(g) <logzl=0=x+1<0=x<—1.
3 3



Soluzione del quesito

;;_51 < 10* si usa il logaritmo di basgd > 1 quindi
3*-5
Log ( 2"‘1) < Log10*
Log(3*-5) — Log(2*™ 1) < x - Log 10, ricordando ché&og10 = 1
xLog3 + Log5— (x—1)Log2 < xLog10
x(Log3 — Log2 —Log10) < —Log5 — Log2 poiché—Log5 — Log2 = —Logl0 = -1
1

la soluzione & < —

Log3-Log2-1’

Risoluzione di disequazioni esponenziali con metodo grafico

Alcuni esempi: _
a. 3* > 1= x > 0 infatti Y y=at
- =1
—\_—'—'_'_'_'_'-.f
= W
b.3* <1-2x
Confrontiamo il grafico della funzione esponenziale 3* con la rettay = 1 — 2x

La rettay = 1 — 2x interseca gli assi nei punti
- y=0
A{x =0 B{ )
y=1 x =3
Poiché le due funzioni sono rispettivamente
y = 3% strettamente crescente e

y = 1 — 2x strettamente decrescente
(0,1) e I'unico punto di intersezione e = n\.ﬁ

y=3"

K—-‘L_m b

o

IF<1-2x=x<0
L’insieme delle soluzioni & = (—,0)

Disequazioni logaritmiche

Una disequazione logaritmica e una disequazioweiifiincognita si presenta nell’argomento di Un
logaritmo.
Esempio
In(x — 1) > 7;logs x < 1;log o x < 3logo(x3 — 1).
La soluzione di una disequazione logaritmica elgarerdel tipdog, x > b (oppure=, <, <) con
a > 0,a # 1 exvariabile reale positiva, dipende dalla base alghtitmo e dal verso della
disequazione.
Si presentano i seguenti casi:
- se 0 <a< 1 la disequazionieg, x > b & equivalente 8 < x < a’. Analogamente se=.

La disequazionbg, x < b & equivalente a > a”. Analogamente se<.




- sea > 1 la disequazioneg, x > b & equivalente a > a®. Analogamente se=®.
La disequazionbg, x < b & equivalente & < x < a’. Analogamente se<.

Esempio:

a.logz
3

2\? . 4
x < (E) confrontando con le C.E. si fa= {x ER|0O<x< ;}.
b.4In(x —4)—In(x—4)*<1+Invx—4

x>2C.Ex>0.

C.Ex > 4.

Per le proprieta dei logaritmi si Bdn(x —4) —3In(x —4) <1+ 1/2In(x — 4)
1/2In(x — 4) < 1,dacuiln(x — 4) < 2, x — 4 < e?, x < e? + 4. Confrontando con le C.E. la

soluzione della disequazioneSé= {x ER |4 < x < e? + 4}.

Quesit

1. Prova a classificare le seguenti equazioni e desquoi individuandone la tipologia.

Al.
A2.

A3.

Ad.

E
E2
E

=

w

H1.
H2.
H3.

Riesci a determinarne le soluzioni ?

X1.2x=2
3x2—2x = 32x+5
3X2—5 - E

3
3=

©| &

. log, (2x-5)= log, X

. 10g;(x=1)+ log, (x+ 1)= 2log(2-x |
. 10g,(x-2) -log, (8- x) =log, x-3

2X—l :3X
2:31-2.31 5.3=8
2x+1+3|:2x - 3(+2_ 3(

B1.

B2.

B3.

B4.
BS.

2+1_ 42)( -

|

gr.l=27
3
52X+1

25/5
Xy x=24
B -3.5=10

=1

Cl. 2%>1

c2. 3°<27

C3. 32X+2 < E
3

X+3
ca. (1) 51
2

C5. 2'-82>0

F1. log,(x-=3)>0
F2. log,,(x*+1)>0
F3. log,(2—-5x)>2

Jilog,|2x~1= log,x J2,
3.5 -4<3

ex—3{>1



