Lezione 16 — Derivate di ordine n, concavita e convessita
(Programma base)

16.1 Concavita/convessita di una funzione

In molti problemi e importante, oltre alle proprieta di monotonia, poter conoscere la concavita o
convessita di una funzione.

Per esempio, si e visto che nel problema break even la concavita o convessita della funzione costo
S(x) porta ad avere 0 meno una soluzione del problema. Ci si chiede come € possibile determinare in
modo agevole la concavita/convessita di una generica funzione f(x)?

Definizione 16.1
Sia f :(a,b)—> R, se f & derivabile in (a,b) allora esiste la funzione derivatase f':(a,b)— R &

derivabile allora f si dice derivabile due volte in (a,b) e la derivata di f' si dice derivata seconda di f
o0 derivata di ordine 2 che si indica cosi:

d’f d?
dx? " dx
In generale se sono definite e derivabili f e tutte le sue derivate fino a quella di ordine n-1 si dice
derivata di ordine n di f in (a,b) la derivata di quella di ordine n-1 che si rappresenta cosi:

d"f d"y

dx"dx"
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Esempi 16.1

1) f(x)=3x*+2x-1, f'(x)=6x+2, f"(x)=6, f"'(x)= f""(x)=...= 0, le derivate di ordine
maggiore a 2 sono tutte nulle!

2) f(x)=P,(x) polinomio di ordine n, ™ (x)=f™?(x)=..=0.

3) f(x)=Inx, f'(x)= % f"(x):—i, f(3)(x)=£ f(“)(x):—%tutte definite per x > 0.
X

)= X X3
4) f(x)=e*, f"(x)=¢*, f"(x)=¢" sono tutte uguali!
5) f(x)_senx, f'(x)=cosx f"(x)=-senx, f(x)=—cosx, f?(x)=senx, ...
6) f(x)=cosx f'(x)=-senx, f"(x)=—cosx, f®(x)=senx, f*(x)=cosx,...

Concavita/convessita e derivata seconda

Richiamiamo le Definizioni 4.1

f convessa se f concava se
Vx,, X, € X, X convesso, h e [0,1] V%, %, € X, X convesso, h e [0]]
f(hx, + @—h)x,) < hf (x,)+@—h) f(x,)| FEx+@=N)x)=hf(x)+A-h)T(x)

f strettamente convessa se f svtrettamer;(te concava se hefol]
VX, X, € X con X, # X,, h €[0,1] Xi2 X € 2 CONX, = X, N LD,

f (X, + (L—h)x,) < hf (x.) + (L= h)  (x,) F(hx, +@—h)x,) > hf () +@—=h) T (x,)

Il significato di tale definizione € comprensibile intuitivamente ma non puo essere efficacemente
applicata per una verifica della concavita/convessita di f.




A tal fine si introduce il seguente teorema che introduce condizioni necessarie e sufficienti per la
concavita/convessita e condizioni sufficienti per la stretta concavita/convessita basate sul segno della
derivata seconda.

Teorema 16.1
Sia f :(a,b)—> R, se f & derivabile due volte in (a,b)

e f"(x)>0(<0)Vvxe(ab)ef &convessa (concava)
e f"(x)>0(<0)Vxe(ab)=f &strettamente convessa (strettamente concava)

Esempi 16.2
1) La funzione f(x)= x“¢ strettamente convessa quindi convessae f"(x)>0Vx e R ma non vale

f(x)>0VxeR;infatti f"(x)=12x*e f"(0)=0 ma non strettamente positivo.
Il dominio difé R,.

2) Lafunzione f(x)=/x & strettamente concava quindi concavae f'(x)<0 ¥x e Ry, in questo caso
vale f"(x)<0VxeR;; infatti

1 1
f'ix)=—, f"(X)=—————=<0 VxeR,.
M=o "= <0 WXeRs

3) La funzione f(x)=log,, x& strettamente convessa quindi convessae f'(x)>0 VxR, in questo
caso vale f"(x)>0 Vxe Ry ; infatti

f'(x):llogo_&.,e, f"(x)=—izlogo_5e=izlogze >0 VxeR;.
X X X

16.1 Concavita della funzione costo
Affinché la funzione costo S(x) = f (x)+C, abbia significato dal punto di vista economico, bisogna

che S(0)=Cs , S sia strettamente crescente e concava, un’ipotesi ulteriore potrebbe essere S limitata.
Utilizzando i concetti derivata prima e seconda diremo quindi che le ipotesi si traducono cosi:
se S e derivabile due volte per x e (0,+oo), S(x) e strettamente crescente e concava se e solo se

S'(X) >0e S"(X) <0 perogni xe (O,+oo). Se aggiungiamo 1’ipotesi di limitatezza, per la
monotonia, dovra esistere L<+o tale che lim f(x)=L.

X—>+00

Alcune funzioni che verificano queste ipotesi sono:

S(x)=1-——+C,

S(x)= Earctan(x) +C,
T

Si puo verificare che tutte

soddisfano ai requisiti richiesti

con lo stesso estremo superiore:
lim S(x)=1+C, .

X—>+0




Punti di flesso (Programma avanzato)

Definizione 16.2
Sia f :(a,b)— R, se f & derivabile (a,b) un punto X, < (a,b) si dice punto di flesso se

e 31 (x,)taleche f(x) éstrettam. convessa (concava) inl_(x,) e
e 3I,(x,)taleche f(x)estrettam. concava (convessa)in I (x,)

Se f'(x,)<0il punto Xo si dice di flesso discendente.

Se f'(x,)> il punto xo si dice di flesso ascendente.
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Se '(x,)=0il punto xo si dice di flesso a tangente orizzontale.

Sia f :(a,b)—> R & derivabile in (a,b)\ {x,}, X, €(a,b) si dice punto di flesso a tangente verticale se
1. lim £'(x)= lim '(x)= o0

2. 31_(x, )tale che f(x) & strettamente convessa (concava) in I_(x,)

3. 31,(x, )tale che f(x) & strettamente concava (convessa) in 1, (x,)

Teorema 16.2
Sia f :(a,b)— R, sefeé derivabile due volte in (a,b)

X, € (a, b) punto di flesso per f (x) = f"(xo)z 0 (condizione necessaria ma non sufficiente)

Calcolo di massimi e minimi locali

Teorema 16.3
Sia f :(a,b)—> R, se f& derivabile n volte inx, € (a,b) e

f'(xp)=f"(%)="..= T (x,)=0, f™(x,) =0
Se n & pari il punto & di minimo locale qualora f ™(x,)> 0 o di massimo locale qualora f(x,)<0.
Se n e dispari il punto é di flesso a tangente orizzontale.

Osservazione:
o f'(x,)=0¢e f"(x,)<0 implica che il punto xo & di massimo locale,

o f'(x,)=0e f"(x,)>0 implica che il punto xo& di minimo locale.
o f'(x,)=0¢e f"(x,)=0 implica che il punto xo pud essere di massimo o di minimo locale o di flesso
a tangente orizzontale, per scoprire la natura di xo bisogna calcolare le derivate successive di f in Xo.




Esempi 16.2
1) f(x)=x"ha f'(0)= f' '(o)= .= f(0)=0, f?”(0)= 0 quindi 0 & punto di minimo locale
2) f(x)=x*"*ha f'(0)=f"(0)=...= £?(0)=0, f ®¥(0)= 0 quindi 0 & punto di flesso a
tangente orizzontale.
3) f(x)=cos(2x) per x € [0,27] le derivate si considerano per x e (0,27):
f'(x)=—2sen(2x), f'"(x)=—4cos(2x).
3

4)  f'(x)=-2sen(2x)=0— 2x = 7r27r37z'—>x—§72',7

f' (72[) —4cos =4>0 quindi x=%é punto di minimo locale.
f'(r)= —4cos(27r) —4 <0 quindi x=7¢& punto di massimo locale
f' (%ﬂ):—%os 37)=-4>0 quindi x:%ﬂé punto di minimo locale.
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