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Lezione 19 – Riepilogo sulle funzioni 
 

Data RRXf :  è possibile utilizzare i diversi strumenti di calcolo introdotti per determinarne 

l’andamento anche tramite il grafico qualitativo. 

Riassumiamo di seguito i punti principali che possono essere utilizzati secondo le necessità. 

  

1. Determinazione del dominio  
Qualora il dominio X di f non sia indicato in modo esplicito nella definizione, si determina imponendo le 

condizioni di esistenza della funzione e risolvendo un sistema di equazioni e/o disequazioni; tale sistema 

non sempre è risolvibile in modo esatto, in questo caso, vanno utilizzati metodi di approssimazione delle 

soluzioni o metodi grafici. 

 

2. Determinazione del segno  

Il segno di f si determina risolvendo prima l’equazione   0xf ; tale equazione non sempre è 

risolvibile in modo esatto, in questo caso, vanno utilizzati metodi di approssimazione delle soluzioni o 

metodi grafici. Per esempio, qualora la funzione sia continua in X si può approssimare ogni singola 

soluzione utilizzando il teorema degli zeri. 

Una volta calcolate le soluzioni dell’equazione   0xf , quando possibile, si studia il segno di f negli 

intervalli che sono determinati da tali soluzioni. 

Osservazione importante 

Non sempre “nelle vicinanze” delle soluzioni dell’equazione la funzione cambia di segno, talvolta tali 

soluzioni sono punti di tangenza del grafico con l’asse x.  

 

3. Determinazione dei limiti e continuità 
I limiti si calcolano nei punti di possibile discontinuità della funzione o nei punti di frontiera di X che 

siano  anche di accumulazione per X . 

Se X non è limitato, vanno anche calcolati i limiti per x  e/o x . 

Per la determinazione della continuità si utilizzano i teoremi sulla continuità e, dove necessario, se il 

 0)(lim)(lim
00

xfxfxf
xxxx


 

. 

Osservazione importante 

Il calcolo dei limiti dà importanti indicazioni anche sul segno della funzione che, come già detto, non 

sempre è agevole determinare direttamente.  

 

4. Determinazione gli asintoti 

Sia  0x un punto di accumulazione pe X: 

 se 0x  e almeno uno dei limiti )(lim),(lim
00

xfxf
xxxx  

 vale  o  , si dice che la retta di 

equazione 0xx  è un asintoto verticale per il grafico della funzione. 

 se almeno uno dei seguenti limiti lxflxf
xx




)(lim,)(lim  vale, si dice che la retta di equazione 

ly   si dice asintoto orizzontale per il grafico della funzione. 

 se 


)(lim xf
x

 oppure 


)(lim xf
x

 può esistere una retta qmxy   con m ≠ 0 tale che 

  0)(lim 


qmxxf
x

 oppure   0)(lim 


qmxxf
x

, in tal caso la retta qmxy   è detta 

asintoto obliquo. 

L’eventuale asintoto obliquo si determina calcolando, se esiste, 0
)(

lim 


m
x

xf

x
 oppure 

0
)(

lim 


m
x

xf

x
 e poi qmxxf

x



)(lim  oppure qmxxf

x



)(lim , qualora entrambi i limiti 
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esistano finiti l’asintoto obliquo ha equazione qmxy  . 

Qualora la funzione sia derivabile, m può essere calcolato come limite della derivata per x . 

5. Determinazione dei punti di massimo o di minimo locali o relativi 

Se   Rbaf ,: ,qualora la funzione  abbia almeno la derivata prima in (a,b), si studia la derivata prima 

 xf ' : 

  0' 0 xf  è condizione necessaria affinché 0x  sia punto di massimo o di minimo locale per f, 

  0' 0 xf  non è condizione sufficiente affinché 0x  sia punto di massimo o di minimo locale per f, per 

determinare se lo sia bisogna studiare il segno di  xf '  per  0xIx  intorno opportuno di 0x : 

 se   0' 0 xf  e         0000 ,per   )0(0',,per  )0(0' xxxIxxfxxxIxxf    ossia 

 xf '  cambia di segno “nelle vicinanze” di 0x : 

 se   0' 0 xf  e         0000 ,per  0',,per  0' xxxIxxfxxxIxxf    allora 0x  è punto di 

massimo locale; 

 se   0' 0 xf  e         0000 ,per  0',,per  0' xxxIxxfxxxIxxf    allora 0x  è punto di 

minimo locale; 

 Nel caso in cui f  ammette derivata seconda: 

 se   0' 0 xf  e   0'' 0 xf  allora 0x  è punto di massimo locale; 

 se   0' 0 xf  e   0'' 0 xf  allora 0x  è punto di minimo locale; 

 se   0' 0 xf  e   0'' 0 xf  allora 0x  può essere o punto di minimo o di massimo locale o di flesso a 

tangente orizzontale, per determinarlo bisogna verificare se il segno in 0x  della prima derivata 

successiva non nulla. 

Osservazione importante 

Se in un punto 0x  la funzione non è derivabile, si determina se sia punto di massimo o minimo locale 

attraverso lo studio del segno della derivata prima per  0xIx  0xx  . 

 

6. Determinazione dei punti di flesso 

Data   Rbaf ,: , poiché un punto di flesso è  caratterizzato da un cambio di concavità della funzione, 

qualora la funzione abbia almeno la derivata seconda in (a,b), si studia la derivata seconda  xf '' : 

  0'' 0 xf  è condizione necessaria affinché 0x  sia punto di flesso per f, 

  0'' 0 xf  non è condizione sufficiente affinché 0x  sia punto di flesso per f, per determinare se lo sia 

bisogna studiare il segno di  xf ''  per  0xIx  intorno opportuno di 0x : 

se    0'' 0 xf  e         0000 ,per   )0(0'',,per  )0(0'' xxxIxxfxxxIxxf    ossia 

 xf ''  cambia di segno “nelle vicinanze” di 0x , allora 0x  è punto di flesso che,  se   0' 0 xf  si dirà 

ascendente e se   0' 0 xf  si dirà discendente, se   0' 0 xf  si dirà a tangente orizzontale. 

Nel caso in cui f non sia derivabile in 0x  ma risulti     )('lim'lim
00






xfxf
xxxx

 allora 0x  è punto 

di flesso a tangente verticale ascendente (discendente). e 

        0000 ,per   )0(0'',,per  )0(0'' xxxIxxfxxxIxxf   , 

Osservazione importante 

Se in un punto 0x  la funzione non ammette derivata seconda, si determina se sia punto di flesso 

attraverso lo studio del segno della derivata seconda per  0xIx  0xx  . 

 

7. Determinazione del grafico 
Una volta effettuati i calcoli dei punti precedenti è possibile tracciare il grafico qualitativo della 

funzione facendo attenzione ad interpretarne correttamente i caratteri salienti. 
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Non è necessario che il grafico rispetti “esattamente” i valori in gioco ma deve dare indicazioni utili a 

comprendere l’andamento del fenomeno che la funzione rappresenta, zeri, segno, monotonia, 

concavità/convessità, comportamento agli estremi del dominio, massimi/minimi assoluti o relativi. 

 

8. Determinazione dei massimi o minimi globali 
Dai calcoli precedenti e dal grafico si ricava il codominio ossia Imf e da questa si possono ricavare gli 

eventuali sup f, inf f, max f, min f . 
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Esempi 19.1 

1) Determinare il grafico qualitativo della funzione  
x

xxxf
12  con i punti di massimo e di 

minimo, di flesso e asintoti.   

Il dominio di f è 0R  

    
 

xfxf
xx 00
lim,lim quindi per 0x  

c’è una discontinuità non eliminabile (2° specie) 

e 0x  è asintoto verticale. 

    


xfxf
xx
lim,lim  

  10
121

12'
2

23

2



 x

x

xx

x
xxf  

punto stazionario. 

    


xfxf
xx

'lim,'lim  quindi non ci 

sono asintoti obliqui. 

     041''
22

''
3

3




 f
x

x
xf  

quindi   .11 locale minimo di punto è 1  fmx  

    .041' infatti e;discendent flesso di punto è 1 quindi 10''  fxxxf  

2) Determinare il grafico qualitativo della funzione  
1

2
2 




x

x
xf con i punti di massimo, di minimo, di 

flesso e asintoti. 

Il dominio di f è  1,1\ R   

  20  xxf ,   2110  xxxf ,   2110  xxxf  

   

    











xfxf

xfxf

xx

xx

11

11

lim,lim

,lim,lim

 

quindi per 1x e 1x  c’è una discontinuità non 

eliminabile (2° specie) e 1x  e  1x  sono asintoti 

verticali. 

    






 0lim,0lim xfxf

xx
 

quindi 0y  è asintoto orizzontale per x . 

 

 
 

   

 
                                

320
1

14

1

14

1

221
'

22

2

22

2

22

2


















x
x

xx

x

xx

x

xxx
xf

 
     

   32

23

42

2222

1

236
2

1

1144142
''











x

xxx

x

xxxxxx
xf  

04.02 )32('' f  (punto di minimo relativo) e 0-0.02 )32('' f  (punto di massimo 

relativo); in questo caso il calcolo di  f ’’  laborioso ma si potrebbe evitare, tenuto conto dei limiti nei 

punti di frontiera del dominio. Essendoci l’asintoto orizzontale, esiste sicuramente un punto di flesso per 

32 x  che può essere determinato in modo approssimato utilizzando il teorema degli zeri; 

osservando che 0013.0 )4('' f  e 000088.0 )10('' f  si deduce che il punto di flesso appartiene 

all’intervallo [4,10]. 
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3) Determinare il grafico qualitativo della funzione  


























0 se  2
2

1

0 se           
1

x

x
x

xf x con i punti di massimo, di 

minimo, di flesso e asintoti. 

Il dominio di f è R  e   Rxxf  0 ; 

infatti  













 0 se  022

0 se          0 
1

x

x
xxf

x

 

quindi   0xf per nessun valore di x. 

    ,1lim,lim
00


 

xfxf
xx

 

quindi per 0x  c’è una discontinuità non 

eliminabile (1° specie) e 0x  è asintoto 

verticale per 
 0x . 

  


 0

1
limlim

x
xf

xx
 quindi 0y  è 

asintoto orizzontale per x . 

  222limlim  



x

xx
xf  quindi 2y  

è asintoto orizzontale per x . 

 

 













 0 se  0ln22

0 se       0
1

' 2

x

x
xxf

x

  quindi f non ha punti stazionari. 

 
 













 0 se  0ln22

0  se           0
2

''
2

3

x

x
xxf

x

 quindi f è strettamente concava per 0x e strettamente convessa per 0x . 

 

4) Determinare il grafico qualitativo della funzione   12 22  xxxf con i punti di massimo, di minimo, 

di flesso e asintoti. 

Il dominio di f è R  e   0220 12  xxxf  con 

la sostituzione xt 2  l’equazione diventa 

2

1
,00

2

12  tttt  quindi  02 x è 

impossibile e 1
2

1
2  xx . 

  











 0

2

1
limlim 2

0
ttxf

tx
 quindi 0y  è 

asintoto orizzontale per x . 

  


ttxf
tx 2

1
limlim 2 .  

   11212 2-2ln2ln22-ln222'   xxxxxf    

  02-20' 112   xxxf  

4

1
,00

2

1
2 2  tttt  quindi 2

4

1
2  xx  punto stazionario. 
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       1222112 2-2ln2ln22-ln222ln2''   xxxxxf ,       02-2ln22'' 322
 f quindi  

f è strettamente convessa per 2x  che è quindi punto di minimo locale pari a   0222 34  f . 

 

5) Determinare il grafico qualitativo della funzione   3 23 xxxf   completando lo studio 

nell’Es.15.4.3 anche con lo studio delle derivata seconda.   

 Il dominio di f è R  

     


xfxf
xx
lim,lim . 

  
 

1,0per  definita è 

3

23
'

3 223

2






 x

xx

xx
xf  in tali punti la derivata ha i seguenti limiti: 

        
 

xfxfxfxf
xxxx 1100
lim,lim,lim,'lim quindi  

0x  è una cuspide e punto di massimo locale f (0)=0,  

1x  è punto di flesso a tangente verticale. 

    1lim'lim 


xfxf
xx

 quindi può esserci asintoto obliquo qxy  , per determinarlo si calcola, 

se esiste   xxfq
x




lim : 

  3

1

1
1

1
1

1

limlimlim

33

2

2

2

23 233 223

2
3 23 



































xx
x

x

xxxxxx

x
xxx

xxx
  

da cui 
3

1
 xy è asintoto obliquo. 

  
3

2
0'  xxf punto stazionario 

  
 

.1,0per  definita è 

9

2
''

3 523

2





 x

xx

x
xf  

 038.2
3

2
'' 








f , quindi  

3

2
x è punto di minimo 

locale. 

   0'' xf per nessun valore di 1,0x  quindi non ci 

sono punti di flesso a tangente non verticale. 

   1,0,0per   0'' 23 xxxxf  0,1  xx  per 

cui f  è strettamente convessa. 

  0.per   0'' 23  xxxf 1 x  per cui f  è 

strettamente concava quindi si verifica quanto già trovato ossia x = 1 è punto di flesso a tangente  

verticale. 

 

6) Determinare il grafico qualitativo della funzione  
2

2log

2
1 










x
xf con i punti di massimo, di 

minimo, di flesso e asintoti. 

 
22

2 ln

2ln2
1

log

2
1 



















xx
xf  

Il dominio di f è      ,11,0  e   44lnln0
ln

2ln2
10  xx

x
xf . 
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  1
2ln2

1limlim

2

0











  t
xf

tx
 quindi si potrebbe definire la funzione per x = 0 ponendo ottenendo una 

funzione continua a destra. 

    
 

xfxf
xx 11
limlim quindi per 1x  c’è una discontinuità non eliminabile (2° specie) e 1x è 

asintoto verticale. 

  


 1lim xf

x
 quindi 1y  è asintoto orizzontale per x . 

 
   




















xxxxxx
xf

ln

2ln2
1

ln

2ln41

ln

2ln2

ln

2ln2
12'

22
 

  40
log

2
10'

2

 x
x

xf  punto stazionario che, poiché   04 f e   0xf , è punto di 

minimo assoluto. 

Il grafico qualitativo si può tracciare evitando di calcolare  xf '' , che tuttavia va calcolata se si vuole 

determinare i punti di flesso: 

 
 

  2

42
lnln2ln2ln22ln6

ln

2ln4
'' xxx

xx
xf  , si osservi che nel punto di minimo risulta

 
 

0
2ln32

1
4''

2
f . 

     0lnln2ln2ln22ln60''
2
 xxxxf  ponendo xt ln  si ha l’equazione 

      7554 3691,1. -2.12ln42ln12ln02ln612ln2
22  ttt  quindi  

  7860 5.,0935.00'' 7554 1.3691 -2.  exexxf  punti di flesso entrambi ascendenti.  

 
 

7) Determinare il grafico qualitativo della funzione  
1

1
2

1








x

e
xf

x

con i punti di massimo, di minimo, di 

flesso e asintoti. 

Il dominio di f è  1,1\ R  
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      010,110,10  xxfxxxfxxf . 

 
2

1

1

1

1

1
limlim

1

11









  xx

e
xf

x

xx
 

 
2

1

1

1

1

1
limlim

1

11









  xx

e
xf

x

xx
 

quindi per 1x  f  ha una discontinuità non eliminabile (1° specie). 

  







 1

1
limlim

2

1

11 x

e
xf

x

xx
 

quindi per 1x  f  ha una discontinuità non eliminabile (2° specie) e 1x  è asintoto verticale. 

    





xfxf

xx
lim,0lim  

quindi 0y  è asintoto orizzontale per x . 

 

 

 
 
 
 



























11-  se  
1

212

11  se  
1

212

'

22

21

22

21

x
x

xxxe

xx
x

xxxe

xf
x

x

 

 

    -1,1, 02120' 21   xxxxexf x
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2
2

1




xx

x
ex  , dai grafici dei due membri 

dell’equazione si deduce che la soluzione è 32   . 

 

 è punto stazionario e, senza calcolare la derivata seconda, in base ai limiti si può dire che è di minimo  

locale. 

 

 


