Esercizi Funzioni a piu variabili (1)

1. Determinare il campo di esistenza delle seguenti funzioni

d.
f(x) =In(x,? —4) x € R?
X,>=4>0& (x, —2)(x, +2)>0

WX 5L k) -1) x e R?

(===

2

X, — X2 +1>0 X, > %> —1
2 1 = 2 =™
2-X%,>0 = X, <2

2 2
4(x1 +X, )—1>O X, + X, >1

v

Il campo di esistenza ¢ dato dall’intersezione delle
regioni che soddisfano le tre disequazioni,
rappresentate rispettivamente in blu, rosso e giallo.

f(x) =+ X1(X2 + Xl)’ xeR’
X, (X, +%)>0
Nel grafico si riportano i segni dei due fattori:
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Il grafico del campo di esistenza é:

v

2. Determinare le curve di livello delle seguenti funzioni disegnandole nel piano (xl, x2)
a. f(x)= In(x22 —4), X e R?
In(x,? - 4)=k k R
X,) —4=¢" < x, =+tJe* +4,k eR
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b. f(x)=x"-x,"—4, xeR?
x> —x, 4=k, keR

X’ —%," =4+Kk
\%

k<-4 |

A

c. f(X)=x"+2x+x,",xeR?
X’ +2x +%,° =k, keR
(x, +1)° +x,° =k +1

si tratta di circonferenze di centro (-1,0) e raggio vk +1 per k > -1

d. f(x)=2x +x,°, xeR?
2x, + X, =k, keR

X, :%(k—xzz)




3. Per le funzioni dell’es.4 determinare nel piano (Xl, y) le curve ottenute ponendo X, =K e nel piano

(xz, y) le curve ottenute ponendo X, =K.

a. Ponendo xi=k in f(x)= In(xz2 —4) X e R?
si ottiene y = In(x22 —4), X <=2V X>2
il cui grafico si rappresenta nel piano (x2,y)

Ponendo xo=k in f(x)= In(x22 —4) x e R?
si ottiene

y=In(k?-4)=ceR k<-2vk>2

il cui grafico si rappresenta nel piano (x1,y)
Per esempio per

k =+/5 si hay=0
k=+ve+4 sihay=1

b. Ponendo xi=k in f(x)=x"-x," -4, xeR?
si ottiene y=-x,°—4+k? xeR
il cui grafico si rappresenta nel piano (x2,y)

Ponendo x2=k in f(x)=x"-x," -4, xeR?
si ottiene y=x—-4-k? xeR
il cui grafico si rappresenta nel piano (x1,y)
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C.

Ponendo xi=k in f(x)=x’+2x +Xx,’, x € R?
si ottiene y=x,” +k?+2k, xeR
il cui grafico si rappresenta nel piano (xz2,y)

Ponendo x2=k in f(x)=x’+2x +Xx,’, x € R? .

si ottiene y = x,° +2x, +k?, xeR \ '; '
il cui grafico si rappresenta nel piano (x1,y) \
\ \ /

Ponendo x1=k in f(x)=2x +X,’, xeR?, R k=1

si ottiene y=x,” + 2k, xeR " k=0
il cui grafico si rappresenta nel piano (x2,y) \ /F-l

Ponendo x2=k in f(x)=2x +Xx,”, xeR?, t,
si ottiene y = 2x, +k*, xeR IV
. . . . . ! 11 i
il cui grafico si rappresenta nel piano (xa,y) / ,-"’ //
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4. Individuare fra le seguenti funzioni quelle omogenee e, quando possibile, scriverle nella forma
matriciale Ax (lineari) o x"Ax (quadratiche).

a. f(x)=2x+3%x,— %, xeR®
X
f & omogenea di primo grado, f(x)=[2 3 -1] x,
X3

o

f(x)=2x%+3x,+2,xeR’
f non & omogenea; infatti f(axx)=20x, +3ax, + 2 = a(2x, +3x,)+2 mentre
of (x)=a(2x, +3x, +2) e in generale 2ax, + 3ax, + 2 # 2ax, + 30X, + 2¢.

f(x)=2x +3x,—x2, xeR®

134

f non & omogenea; infatti f(ax)=2ax, +3ax, —a’x? mentre
of (x)= a2, +3x, — X2 )= 2ax, +3ax, —ax? e in generale
20x, +3ax, — a’x; # 2ax, + 3ax, — ax; . Analogamente si verifica f (ax) = a® f (x).

d. f(x)=2x’+3x2—x2, xeR®

2 0 0
f & omogenea di secondo grado (forma quadratica), f(x)=[x, x, x]J0 3 0 Z
0 0 —-1|x
e. f(X)=x+% +X +X,xeR*
X
f & omogenea di primo grado, f(x)=fL 1 1 1]
.

£ f(X)= XX, + XX + XX, X€ R*
f & omogenea di secondo grado (forma quadratica),
0 05 0 0 x
05 0 05 O
0 05 0 05
0 0 05 0

N

f()_():[xl XX X,

X X X
1%

5. Classificare le seguenti forme quadratiche determinando se sono definite o semidefinite o

indefinite.
1 0 2
a. qx)=x"Ax,A=l0 2 -1
2 -1 10

La matrice A é reale e simmetrica, si osserva che tutti i minori principali di N-O sono



€.

1

0
positivi: a, =1>0, 0 2= 2>0, |A| =11> 0 quindi la forma quadratica e definita positiva e

il punto (0,0,0) & di minimo assoluto forte cioe unico.

1 0 1
ax)=x"Ax, A=|, ¢ >
1 0 -1
La matrice A ¢ reale ma non & simmetrica, quindi bisogna considerare una matrice B
11 1
simmetrica che genera la stessa forma quadratica: B=|{1 0 1 |; infatti
11 -1
1 0 1 11 1
qx)=x"12 0 2 x=x"|1 0 1 [x=x+2%X,+2XX, +2%X,X; — X2
1 0 -1 11 -1
Se si considerano i primi due minori principali di N-O della matrice B:
b,=1>0, t =—-1<0si osserva che risultano a segno alterno partendo dal positivo quindi

la forma quadratica é indefinita e il punto (0,0,0) é di sella.

q(x) = X7 + 2%, X, + 2XZ — 2X, X, + 2X,X, + X2, X € R®

1 1 -1|x
q()_():[xl Xy Xg 1 2 1 X,
-1 1 1|x;

La matrice A é reale e simmetrica, se si considerano i tre minori principali di N-O della

. 1 1 . . S e
matrice: a,, =1> 0. ‘1 )= 1>0,|A =—-4 <0 si osserva che risultano i primi due positivi e il

terzo negativo quindi la forma quadratica é indefinita e il punto (0,0,0) é di sella.

q(X) = X2 +2X,X, + 2X2 — 2%, X, — 2X,X; + X2, X € R®

1 1 -1|x
q()_():[xl X, X1 2 -1x
-1 -1 1| x;

La matrice A é reale e simmetrica, si considerano i minori principali di N-O:

1 1 . . . e .
a,, =1>0. L =1>0,|A =0 si osserva che risultano i primi due positivi e il terzo nullo

quindi la forma quadratica & semidefinita positiva quindi g € convessa e il punto (0,0,0) é di
minimo assoluto o globale.

(x) = —X2 +2X,X, — 2XZ2 — 2%, %, — X;_, X € R



-1 1 0x
CI(X): [Xl X, %1 -2 -1x

0 -1 -1jx
La matrice A é reale e simmetrica e poiché |A| =0, si devono considerare tutti i minori

principali:

2 —

=—1<0, =1>O|_
P 1 -2 ‘—1

semidefinita negativa quindi q e concava e il punto (0,0,0) & di massimo assoluto debole
cioe non unico.

-1 1 -1 0 . o
‘ ;'=1>0,‘ 0 JJ=1>0 quindi la forma quadratica e

. Per le seguenti funzioni, quando possibile, calcolare nel punto x° il gradiente ¢ 1’equazione
dell’iperpiano tangente.

a.

1
b. f:R? >R taleche f(x,X,)=e""+x°, )_(02{ }

1
f:R® >R taleche f(x)=x2+3xX, +x2, X' =
-1
Soluzione
Il dominio & R®
2%, + 3X,
. of .of . of A . .
f| = = =2x+3x,, f, =— =3x,, f, =— = 2x, quindi il gradiente & Vf(x)=| 3x,
X, OX, 0Xq
2X,
1 2
=l 0| f()_(o):Z, \%i ()_(0): 3|
-1 -2

Equazione dell’iperpiano tangente al grafico di f nel punto )_(0 =10

-1
2 1'% -1
y=f(>_<°)+<Vf(>_<°),>_(—§°>=2+ 3 X, |=
-2| [ X, +1

=2+2(x, —1)+3%, = 2(X; +1) = y = 2X, + 3%, — 2%, — 2

0
Soluzione
Il dominio & R®
: : o T X, +2X
f, _a X,€ +2x,, f, _ x,e"* quindi il gradiente & Vf(x)=|">" ™
0%, OX, X,

B



Equazione dell’iperpiano tangente al grafico di f nel punto x° = {0}

y= )+ (v () x—x) = 2{2“)(1_1} = 242(% —1)+ % = y = 2% + X,

X2
0
c. f:R®>Rtaleche f(x)=x’—2xx,, X' =|_1
1
Soluzione
Il dominio & R®
2X,
f, _a 2x,, T, :i:—2x3, f, :ﬂ:—szquindi il gradiente & Vf (x) = | — 2x,
28 X, X
—2X,
0 0
x'=[_1], f()_(o):Z, Vf()_(o): ~2|
1 2
0
Equazione dell’iperpiano tangente al grafico di f nel punto x° =| —1
1
07 X
0 0 0
y = f()_( )+<Vf ()_( ),)_(—)_( >:2+ —2| | X, +1|=2-2(x, +1)+ 2(x, —1)
2 X; —1

y=-2X,+2X,—2

7. Dopo avere verificato se sono differenziabili, determinare i punti stazionari o critici delle seguenti
funzioni e dire se sono punti di massimo o di minimo globale (assoluto).

a. f:R? >R taleche f(x)=-3x'—xZ &un polinomio quindi f & differenziabile due volte e

~12x;
i(x)=—12xf,i(x)=—2xzz>vf: =0 x=0
dx, — dx, — —2X,
f ((_)) =0e f(x) =-3x,; — % <0 quindi I’origine ¢ un punto di massimo assoluto forte (& I’unico)
2
Si sarebbe potuto anche osservare che la funzione € concava; infatti H, = {_ 32)(1 02} e

semidefinita negativa per ogni x , essendo —36x,” <0,|H | =72x,° > 0.



b. f :R? >R taleche f(x)=x'x2 &un polinomio quindi f ¢ differenziabile due volte e

of 4x3x2

of
—(x)=4x3x2,—(x)=2x'x, = Vf =
)= )=, = v T
sono (0,x2) e (x1,0) ossia tutti i punti degli assi.
f(0,x,)= f(x,,0)=0 e poiché f(x)=x;x2 >0 tali punti sono di minimo assoluto debole.

} =0« x, =0v X, =0 quindi i punti stazionari

12x7%," 8%’X,
8x’x,  2x'

indicazioni sulla natura dei punti.stazionari di f .

f :R? — R tale che f(x)=—x’x, & un polinomio quindi f & differenziabile due volte e

of of
(1) =20, S 1) = =1 [
1 2

Si osserva che H, :[ } e semidefinita positiva nei punti 0,x2) e (x1,0), quindi no da

—2X, X,

2

} =0 < x, =0quindi tutti i punti dell’asse X,

0 0
sono punti critici e hanno la formax® = L( } X, € R. Intali punti qu D =0.
2 2

f(x)=-x'x, 20 < x, <0 e f(x)=-x'x, <0< x, >0 quindi i punti stazionari sono di sella.
- 2X,
—2x
det(H ( )= —4x; <0 cioe indefinito quindi la funzione non & né concava né convessa.

_92 _
In questo caso il segno dell’hessiano H, :{ Oxl} é nullo in (0,0) ma per x, #0

f :R* > R taleche f(x):ln(xf+x22),>_(¢g.

o (x) 2 (x)= Lzz sono continue per x = 0 quindi f & differenziabile per x = 0.

dx, :xf+x22’d_x2 X+ X
\%i :%{Xl } =0e impossibile per x = 0 quindi f non ha né punti di massimo né di minimo.
X; + X5 | X,

Determinare i punti di massimo locale, di minimo locale o di sella delle seguenti funzioni
utilizzando, se possibile, le condizioni sufficienti del secondo ordine (gradiente nullo e segno

dell’hessiano).
Osservazione: le funzioni sono polinomi quindi differenziabili almeno due volte e sono
applicabili le condizioni del secondo ordine.

a. f:R> >R taleche f(x)=xx5
3

2
2

i(z):xsﬂ@):sxlx;:w:[ *
3X; X,

= Vf ()_() =0< X, =0 quindi tutti i punti dell’asse X,
dx, dx,

X
:s0n0 punti critici e hanno la forma x® = {Ol}' X, €R.

2
0 3
2
3X, 6% X,
stazionari sono di sella.

L’hessiano Hf(g)z{ } & indefinito; infatti det(H , (x))=—9x! <0 quindi i punti

X
Nei punti critici f@OlD:Oe f(x)=xx}>0<x, 20 e f(x)=x,x3 <0< x, <0 questo conferma



che i punti stazionari sono di sella.

. f:R* >R taleche f(x) :(xl2 —1sz +1)
of of
K(ZF 2x,(x, +1)’K()‘(): X —1

1 2
o7 f o2 f o2 f
X)=2(X, +1),——(X)=2%,,——(X)=0
o (=200 ) (=200
- :{2x1(2x2 +1)} YR {xl =+1
X, —1 X, =-1

| punti critici sono:

1 0 2
X' :{ J = H; ()_(1): {2 O} indefinita quindi x* & punto di sella

>

-1 0 -2
2 :{ J = H, (>_<1)={ s 0 } indefinita quindi x” & punto di sella
Concludendo la funzione non ha né punti di massimo né di minimo.

f:R?> >R taleche f(x)=x2(1—x’—2x)

of . of ) —2%,°(x, +1)
D (x)=-2 1,2 (x)= 2%, 1— 2 — 2%, | VF = —0ox, =0
dx, (x) X, (% + )dx2 (x) Xz( X Xl) {ZXZ(l—Xf—le) U= X

X
| punti critici sono tutti i punti: x° ={ﬂ ,in tali punti f(x)= f(olj =0.
Calcoliamo le derivate parziali seconde:

0’ f o0 f o0° f
ix’ (x)= —szz,m(l) =—4%,(x, +1), v (x)= 2(1— X — 2X1)

—2x2 —4%,(x, +1)
—ax,(x +1) 20-x-2x)|

. 0 0
Nei punti critici x° = {ﬂ = H; (>_<0)= {0 2(1_ X7 2x1)_

nulla sulla natura dei punti critici; tuttavia ci si puo chiedere se esiste un intorno completo di

X° ={ﬂ per cui vale f(x)< f()((;]=0 oppure f(x)> f X1j=0.

Quindi I’hessiano ¢ H, ()_() = {

e semidefinito quindi non si puo dire

e f(x)<0seesolose x2(1-x*—2x )< 0 X, #0,% < —1-/2 v X, > ~1++/2 quindi per tali
valori di X;i punti critici sono di massimo relativo. Si osserva che per tali valori I’hessiano
risulta semidefinito negativo.

e f(x)>0 seesolose x2(L— X2 —2x)> 0 X, #0,-1-+/2 < X, < —1+~/2 quindi per tali
valori di X, i punti critici sono di minimo relativo. Si osserva che per tali valori I’hessiano
risulta semidefinito positivo.



. Sel—xf—Z&:O(Bﬂaxf:—l—J§:1+J§iprcﬂﬁdsmmdi%Hmimmﬁnon
esistono intorni completi dei punti {_1;\5} , {_13\/1 in cui la funzione assume lo stesso

segno.



