ESERCIZI 03 — FUNZIONE INVERSA, FUNZIONE COMPOSTA, TOPOLOGIA E
DEFINIZIONE DI LIMITE

Date le seguenti funzioni definite in R , determinare un insieme A dove sono invertibili e
disegnarne il grafico a partire da quello di f.

a. f(x)=x*-1
b. f(x)=(x-1)'
c. f(x)=[x+2-1
d. f(x)=x*-2x?
-X+1 x>0
e. f(x)=
x-1 x<0
Soluzioni
a. f(x)=x*-1
f & strettamente monotona crescente per ogni X € R quindi e invertibile in A=R con
codominio R.

(x+ 1)3

b. f(x)=(x-1)
f & strettamente monotona crescente per x >1 quindi e invertibile in A= [1,+oo) con
dominio X = [0,4e0) e codominio Im f * = A = [1+).




f & strettamente monotona decrescente per X <1 quindi & invertibile in A= (—oo,l] con
dominio X = [0,4e0) e codominio Im f * = A= (-0 /1].

f(x)=|x+2-1

v 4

f & strettamente monotona crescente per x > -2 quindi € invertibile in A= [— 2,+00) con
dominio X = [~1,+w) e codominio Im f ™ = A =[-2,+).



f & strettamente monotona decrescente per X < -2 quindi & invertibile in A= (—oo,—2] con
dominio X = [~1+%) e codominio Im f * = A = (- 0,-2].
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f(x)=x>-2x* e

f e strettamente monotona crescente per x <0v x> 2 quindi e invertibile in
A= (=,0]U[2,+) con dominio X =R e codominioIm f * = A. S osserva che f &



continua ma I’inversa di f in A non & continua

-Xx+1 x>0
Xx-1 x<0

La funzione & invertibile in A= (-,2] anche se in tale intervallo non & strettamente
monotona, questo puo succedere infatti f non & continua in A e la corrispondenza é biunivoca.




2. Date le seguenti coppie di funzioni scrivere le funzioni composte go f e f o g determinandone
il dominio

a. f(x)=x>-1e g(x)=log, x
gof :Iogz(x3—1),x>l
fog=(log, x)° =1, x>0

b. f(x)=x*-1e g(x)=x
gof :m,le
fog=(x-1=x"-1,x20

c. f(x)=x*+1e g(x)=log, x
gof =|092(X2+1),X€R
fog=(log, x)* +1,x>0

d. f(x)=x2+1le g(x)=x
gof zm,Xe R
fog=(\/;)2+1=x+1,x20

e. f(x)=x*-1 g(x):1

X
1
of = X #= £l
J x? -1

fog:iz-l Xx=0
X

3. Dati i seguenti insiemi determinare:
e ['insieme dei punti interni;
o l'insieme dei punti di frontiera;
e l'insieme dei punti di accumulazione.
o A=lxeR:-1<x<2jui47]

e l'insieme dei punti interni & xeR -1<x<2.

e l'insieme dei punti di frontiera & -1 2,_4, 7
e l'insieme dei punti di accumulazione & xeR -18x22).

b. H=:yeﬁ?:y=x2,9{5ﬂﬁf_: ‘

L'insieme dato equivale a 014,916, 5", pertanto si ha che
e l'insieme dei punti interni e I'insieme vuoto;
e l'insieme dei punti di frontiera é I'insieme stesso;
e l'insieme dei punti di accumulazione & I'insieme vuoto;

o A=lxeR:(-1<x<2vzx>h)~h>2]
o L'insieme dei punti interni & X€ & (F1<x<2v x> k) ~ k> 2,



e l'insieme dei punti di frontiera é =L 2 Riconh O 2;

e linsieme dei punti di accumulazione ¢ *€ R ("18x L2V x2 k) ~ k> 25,

g A=lxe R:(-1<x<{2vx<h) ~ k<1

e Liinsieme dei punti intemi @ (X€ & C1<x <2y x <Ay~ R <15
e l'insieme dei punti di frontiera e % -L 2iconho O 1;

e linsieme dei punti di accumulazione ¢ ¥ € & (F18x L2V xsh) Ak <-1p,

o A-lm.aie RT-145<3A0<x <4

o L'insieme dei punti interni & 1'®.7%: '€ B* 1 =1<x (3~ 0<x, <4,
¢ I'insieme dei punti di frontiera sono i punti del quadrato in figura ossia F, U F, dove
F, = :x'xl,xz e R g =-1~02x £4llx=3.0%x £4',:
E o lxm.m e R (-18x $3 A my = 00w (=185 $3 a x, =41].
= " ]
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I T i
e linsieme dei punti di accumulazione & 1'%, % '€ B -14x L3404 x, L4,

T :"xl,xg e R* xlj +.x22 Cd o Xy 2 U’:
e L'insieme dei punti interni e I'insieme stesso A;
e [linsieme dei punti di frontiera e ‘
iz, % e R x +x, =dax, P00 (-28x £2ax, = 0],

|" 5 3 5 ‘I
s . - . N i SoxT+x oA 2
e linsieme dei punti di accumulazione & 71 *: SR imi A L4 aE 2 C'J;

g *’q=:'x1=x3'EE21I12+I32£4 /\XIEUAIQEU:

i 1 2 [
e L'insieme dei punti interni & !' "1+ %2 'S R x' 475 <4 A ;20 a x> 0j.



. I|n3|emede|puntldlfrontlerae'J"’1 IR ix *x =4 "‘x1>[:ff“~x:m.'
'xl e R 04x L2 A5, —U,,'xl xle R’ —D/\Uixzig:.

e l'insieme dei punti di accumulazione ¢ I'insieme stesso A,

h A= :_‘le,xE e R* x >x12 +5x,+E A ox U,:
e L'insieme dei punti interni e I'insieme stesso A;
o I insieme dei punti di frontlera e
‘le,x: e R x, =x  +5x +6.7 >0 (x, =0.x, 2 6!

T . .- . \ : 2 x o+ + * ]
e linsieme dei punti di accumulazione & (%7€ R 5 25 455,46 A %2 0.

4. Verificare i seguenti limiti usando la definizione.

a) I|mX—4:2
x>0 X — 2
Si osserva che il dominio di f(x)=x—_gé R — {2} =(-0,2)U(2,+) quindi dalla definizone si
X_

deve verificare se
v1_(2)31,(0)tale che x e 1,(0),x 0= f(x)e1,(2)

si pud anche dire che Ve >03,6 > 0tale che|x| <&, x == | (x)— 2 < ¢ ossia

2—5<X;4<2+5.
X—2

Poiché x, = 0si puo supporre x <2 quindi, moltiplicando per x — 2 si ha il sistema

X—4>2+e)x-2) = x(1-&)>-2¢
{x—4<—g(x—2)<:> X(L+&)<2e

Senza perdere di generalita si puo supporre 0 < & <1quindi si ottienel_ﬁ <X< 12—5 che, poiché
—-& +&

-2 0e2— >0, & un intorno di 0 e il limite & verificato.

1—5 l+¢

b) lim(x* ~1)=5
Si osserva che il dominio di f(x)=x?-1& R quindi dalla definizione si deve verificare se
v1,(5)31,(2)tale che xe 1,(2),x =2 = f(x)e,(5)
si pud anche dire che Ve >03,5 > 0tale che[x— 2| <5, x # 2= f (x) 5| < £ ossia

5-g<x’-1<5+e-¢e<x’—6<e¢,
Per £> 6 la disequazione € verificata per ogni X, se &< 6 si ha il sistema

X2<B+ee—/6+e<X<AB+
¢ ¢ ¢ & b+ e<X<Bb—gvi/b—g<X<b+¢g.
X2>B6—c> X<—B-—gcvX>Jb—¢

Si osserva che né —+/6+& < x < —/6—& né +/6 —& < x </6+ & rappresentano un’intorno di 2
quindi il limite non & verificato.




1+2x 1
im ==
x>0 X —5 3

Si osserva che il dominio di f(x)= 2% ¢ R—{g}:(—ooéju(iﬂo} quindi dalla
x5 |6 6) |6

c)

definizione si deve verificare se
w{%) 3l,(+o)taleche x e Ia(+oo),a>g:> f(x)e Ié(%)

si pud anche dire che Ve >03a> g taleche x> a= ‘ f (x)—% < ¢ 0ssia

1 1+2x 1
&<

Poiché si cerca un intorno di +oo, si suppone X > 5’ quindi la disequazione diventa il sistema

15648 5 4
> ==+—
8 <3£(6x—5) 18 6 9¢

8> -3¢(6x-5) = >89 4 o acona=2+2 52
18¢ 6 ¢ 6 9¢ 6
)
X>% x>
6

Si osserva che a cresce al decrescere di ¢e il limite & verificato.

Si osserva che il dominio di f(x)=—

1é R—{-11}=(-o0,~1)U(-11)U(L+w0) e che

2
X
alla “sinistra” di 1 la funzione ¢ negativa e alla “destra” di 1 la funzione ¢ positiva, i limiti saranno
diversi a meno che non siano entrambi 0.

Verifichiamo che il limite da sinistra € -co ossia lim ]
x> X© —

sinsitra equaivale a V1 _(—o0)31,(1)tale che x e 1 ; (1), x 1= f(x)e I (- o)

si puo anche dire che va 35 > Otale chel-5 <x<1= f(x)<a.

Per comodita di calcolo si suppone a>0 e si puo considerare la disequazione f(x) < —acon a>0;
infatti si osserva che f(x)<-a<0= f(x)<a.

= —ooche per la definizione di limite da

<-a&e——<0.
x? -1 x? -1

f (x) < —a con a>0 equivale a

Se si considera in un intorno sinistro di 1, I'espressione x* —1 risulta negativa e pertanto si ha il

2 2
i ax“+x—a>0 . . . -1++1+4a .
sistema , la cui soluzione € 0 < ———————— < x <1 che rappresenta un intorno
~l<x<1 2a
sinistro di 1, quindi lim — 1 =—oo e verificato (nello stesso modo si puo verificare che
x=1" X© —
lim —— =+0).

-1t X =1



non esiste.

Si deduce che, essendo il limite da sinistra diverso dal limite da destra, lim— 1
X X —

e) lim (1-3x) =+
Si osserva che il dominio di f(x)=1—3x¢ tutto R quindi dalla definizone si ha:
V1, (+00)3l,(+o)tale che x e I, (+o0)= f(x)e | (+ )
si pud anche dire che Va >03b tale che x<b= f(x)>a.

f(x)>a equivalea 1-3x>a ossia x<1_Ta:bo XE(—OO,b)Conb=1_Ta.

- 1-a , e a
Quindi se X<Tallora f (x)> acomunque si scelga a e il limite & verificato.



