ESERCIZI 05 - CONTINUITA’ E DERIVABILITA’

1) Date le seguenti funzioni determinare se sono verificate le ipotesi dei teoremi di Weierstrass e
Darboux nell’intervallo indicato e, nel caso siano applicabili, determinare la/le controimmagini

dei valori yo indicati ossia il/i valori di x per cui f(x)z Yo -

Soluzioni

a. f(x)=v4-x*,[-22]y, =1
f & continua per ogni X € [-2,2]
Va-x? 1o 4-x2 =1 X’ =3 x=+/3 €[~ 2,2]. 1 valori di x per cui f(x)=1 sono
quindi x =+/3e[-2.2].

b. f(x)=y|x*-1,[02] y, =1

f & continua per ogni x € [0,2]
\/ﬂzlc‘xz_qzkj{xzzlzl SeXS—lvx21©{x:i\/§ sexs-lvle_
-X“+1=1 se -1<x<1 x=0 se -1<x<1
x =—/2 ¢[0,2] ma x=0,+/2 €[0,2]. I valori di x per cui f(x)=1 sono quindi
x=0,+2¢[0,2].
c. f(x)=In(x+1),[0,2]y, =1
f & continua per ogni x € [0,2]
X+1>0 X>-1
X+l=e {
quindi x=e-1¢[0,2].
d. f(x)=(x-1° +1[0,2} y, =2
f & continua per ogni x € [0,2]

In(x+1)=1<:>{ < x=e—-1€0,2]. Il valore di x per cui f(x)=1 ¢

Xx=e-1

(x-1) +1=2 < x—-1=+1< x=0,2[0,2]. I valori di x per cui f(x)=2 sono quindi
x=0,2¢[0,2].

2) Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni, nei punti assegnati come limite per h—0
Af - f(x, +h)=f(x,)

del rapporto incrementale h h
a. f(x)=2x*-2,%x,=0
b. f(x)=In2x,x, =2

):x2—1

. f
c (x 1

, Xo =2



Soluzioni

f(x)=2x*-2,%, =0
Af f(0+h)-f(0)

lim— =Ilim
h—0 h h—0 h h—0 h h—=0 h

b. f(x)=In2x,x, =2

a.

In(4+2hj
im A f(2+h)- f(2):Iim In(2(2+h))-In4 _ im —lim
h—-0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0
x> -1
f(x)= =2
¢ 1(=" %%,
(2+hy -1
im A f(2+h)—f(2):im (2+h)-1 3+h-3_,
h—-0 h h—0 h h—0 h h—0 h
d. f(x)=e*, x, =1
3(1+h) 43 3430 3 3h
im0 i FON) 1) Ve e e o €L
h—0 h h—0 h—0 h—0 h—0
3h
=e’lim 3=3°
h—0
X
f(X)=——,%x,=-1
e 1= %
-1+h 1
A ) Gt R T L e 2___
h>0 f  h—0 h h—0 h h—0 3h(h—3) h—0 3(h—3)
f. f(x)=v3-x, %, =2
_Af . f(2+h)-f(2) . 3-(2+h)-1 _ J1-h-1
lim— =lim =lim =lim =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
 (Vich-1Vich+1) o -h 1
=lim =

h—0 h(ﬂJrl) _ng‘]) hiﬂ+1i:_§

3) Calcolare le derivate prime delle seguenti funzioni utilizzando le regole di derivazione.

. f|x|=2€4}l+1
b Flxi=lnlx—3x%]
c Flxi=x'lnix+5x%
q Fixi=zen® x - x*
_ .2
_}"le=1 x

e. X_E



Soluzioni
flx | = 2E4H+1

f-'lxl = 8€4;¢+1

a.

b flxl=]n'x—3x2|
Fixl = 1-6x

x—3x?

Flxi=x'lnlx+52% )
xl+10x

Flixi=2xlnlx+5x 1+
1+5x

q Flxi=gen® x - x*

Fixl=2sen zcosx—2x =sen 2x — 2x

2

1-x
Ixl=
e. f =2
Flixi= -zt +dx -1
|x—2|2

4) Determinare, se possibile, le equazioni delle rette tangenti alle seguenti funzioni, nei punti
assegnati.
a. f(x)=x"-3x,x=0,x=3/2,x=3
X* +x+1

b. f(X):T ,X=01,x=0,x=4

C. f(x):exz(x3—2x+1),x= 71,x=0,x=1

Soluzioni
a. f(x)=x*-3x,
f'(x)=2x-3

x=0: f(0)=0,f'(0)=-3=y=-3x ;

X = 3/2: f(gjz—g,f'(E):O:y:_g;
2)” 4 2 4

x=3: f(3)=0,f'(3)=3=>y=3(x-3)=y=3x-9 .

2
f(x)= XX+
X
vy (2x+x=(x2+x+1) x* -1
f(x)= X2 RN

x=-1: f(-1)=-1f'(-1)=0= y+1=0(x+1)= y = -1;




x = 0: non esiste retta tangente in x = 0 poiché la funzione non é definita in tale punto;

21 15 21 15 15 3
=4 f(A) =)=y =2 (x4 -2
k=4 1(4) 4 “) 167 2 16(X )=y 16" 2

c. f(x)=e(x*-2x+1),
f'(x)=2xe* (x° —2x+1)+e* (38x2 —2)= e (2x* = x* +2x—2)
x=-1: f(-1)=2e,f'(-1)=-3e=y-2e=-3e(x+1)= y=-3ex—e;
x=0: 1(0)=1f'(0)=—2=y-1=-2x=y=-2x+1;
x=1: f1)=0,f')=e=y=e(x-1)= y=ex—e.

5) Studiare la continuita e la derivabilita delle seguenti funzioni:

Soluzioni

LS(—Z‘ x>0

In(L+x) se x>0 f(x)= |17 X
In(1-x) se x<0 -1

1-x
f & continua per ogni x reale e derivabile per x = 0 ; infatti non e derivabile per x =0
poiché lim f'(x)=1, lim f'(x)=-1.

In(L+x) se In(L+x)>0  (In(L+x) se x>0
b f(x):|ln(1+x):{_|n(1+ x) se In(1+ x)<0:{—ln(1+ x)se -1<x<0
1

——se x>0

(0=
—— se x<0
1+x

f & continua per ogni x > —1 e derivabile per x = 0; infatti non e derivabile per x =0
poiché lim f'(x)=1, lim f'(x)=-1.
x—0" x—0"

a. f(x)= In(1+|x|):{

se x<0

2x% -1 2x% +1
se x>1 > se x>1
X X
2 2
x2+‘x2—q 2X 1sex<—1 2X2 1sex<—1
o)== " =1 X
O N SRR
—se 0<x<1 ——zse0<x<1
X X
ise-1§x<0 izse-1<x<0
—-X X

f & continua per ogni x = 0 e derivabile per x = 0,—11; infatti non é derivabile per x
=1 poiché lim f'(x)=3, lim f'(x)=—1 e non & derivabile per x =-1 poiché

lim f'(x)=1 lim f'(x)=-3

Xx—-1 x—>-1"



e* se x<0 e* se x<0

f & continua per ogni x reale e derivabile per x = 0; infatti non é derivabile per x =0
poiché lim '(x)=-1 lim f'(x)=1.
x—0"

x—0"

X se x>0 {—e‘x se x>0

d. f(X)=e_‘X‘ ={e f'(x):

1

. i
1 - —e *se x>0
W e rsex>0 X2

,f(x)

e. f(x)=e =

1 1 ¢
ex se x<0 -—ex se x<0
X

f & continua e derivabile per x # 0.

L ————se x>0
f. f(x)=4x+1 sex>0, fr(x)=1 (x+1)°

e sex<0 —-e " se x<0
f & continua ogni x reale e derivabile per ogni x reale; infatti per x =0

1 . L
. XILTX_H =1 lime™ =1 quindi lim f(x)=1= f(0) quindi fé continua.

e Iim f'(x):—lim—zz—l, lim f'(x)=—Ilime™ =-1 quindi f & derivabile.
x—0" x—0" (X + 1) x—0" x—0~
M sex>1 —X—_l sex>1
g. f(x)=1¢1-x2 = f(x)=1 1+x eIirrllf(x):O
2Xx—2 se x<1 2x—2 se x<1
sex>1

f'(x)=14 @1+x)*
2 se x<1
f e continua per ogni x reale e derivabile per x = 1; infatti per x =1

. i 2 1 . .
lim f'(x) = lim —-—=—,lim f'(x) = lim 2=2 quindi f non é derivabile.
x—1" x—1" (1_|_ X) 2 xol x—-1"
VX?=3x+2 sex<lvx>2
h. f(x)=|x" -3x+2| = Y lim f(x)=0

V=x?+3x-2 sel<x<2 "

f & continua ogni x reale e derivabile per X # 1,2 ; infatti

2Xx—-3
f'(X)I 2\/X2—3X+2
—-2X+3 ’

se 1<x<?2
24— X% +3x-2

e perx =1,2si ha lim f'(x)=—oo, lim f'(x) = 4o, lim f'(x)= —oo, lim f'(x)=+o0 quindi

x—1" x—1" X—2" x—2*

f non é derivabile.

sex<lvx>2




e+l x <1
Dj‘[x:l =I—I:C|’ +

3x -1 x21
f|x|=

| . . . .. . .
, f(x) & continua per ogni x appartenente al dominio e derivabile per
ogni x appartenente al dominio escluso x = 1 ove presenta un punto angoloso.

i Fixi=x-4x+1
=-1+ : . - o

Dsw) [F1+e , f(x) & continua per ogni x appartenente al dominio e derivabile per

ogni x appartenente al dominio escluso x = - 1 ove presenta un punto a tangente verticale

destra.

Tl
k f,x =g x+d
D;r‘[x] =l—e, —2I—-2, +o)

, f(x) e continua per ogni x appartenente al dominio e
presenta in X = - 2 un punto di discontinuita non eleiminabile; la funzione ¢ inoltre
derivabile per ogni x appartenente al dominio escluso x = 0 ove presenta un punto

angoloso.
| flxl=|x|']n|x—l|
Dj‘[x] ={—a, 1Thail +a|

, f(x) e continua per ogni x appartenente al dominio e presenta
in x =1 un punto di discontinuita di 2" specie; la funzione € inoltre derivabile per ogni x
appartenente al dominio.

|Jr:4 —3x+2|
flar=tn L ——
m. Xt 2
Df[x] =|—m, 1], 212 + o

, f(x) & continua per ogni x appartenente al dominio e
presenta in x = 1 e in X = 2 punti di discontinuita non eliminabile; la funzione ¢ inoltre
derivabile per ogni x appartenente al dominio.

fl;r;|=—|x|e}= -1
n. g’
=i—om_ + @ . . .. . .
Hr) =17 ', f(x) & continua per ogni x appartenente al dominio e derivabile per

ogni x appartenente al dominio escluso x = 0 ove presenta un punto angoloso.

6) Analizzare gli eventuali punti di non derivabilita delle seguenti funzioni
distinguendo se si tratta di punti angolosi, cuspidi o punti di flesso a tangente
verticale:

flxl=|2x—xj|

' ; 9x=3 x>0
1 | =
] TTYoz-x x<0



P In x x 1
¥l =
c 2?1 -1

xil
d f|x|= xg +;J;4
Flxi= x|
Soluzioni
flxl=|2x—x2| ) .
a. , X =0 x = 2 sono punti angolosi.

-3-x* x40

p {2x—3 x>0
¥l =
b.
¢ I x x>l
lxl=
C. e’ -1

, X = 0 & punto angoloso.

< T .
xs1 . La funzione ¢ derivabile per ogni x reale.

— 2 4
d. SE=AxT 5 - 0 ¢ punto angoloso.

flxl = |1_I|1xz]_+punt0 di CUSpide-



