Esercitazione — Funzioni a piu variabili

Forme quadratiche

C.E e curve di livello e derivate direzionali

Derivate parziali, gradiente e approssimazione del primo ordine
Determinazione massimi e minimi non vincolati

el N

Esercizi punto 1

1.  Determinare la matrice simmetrica associata alle forme quadratiche:

La q(x.,x,)=3x2 +2x2 —x,x, e stabilirne il segno usando il segno dei minori nord-ovest.

Soluzione
3 -1/2
= ,3>0,|A = 2.0 quindi & definita positiva.
-1/2 2 4
1.b q(x,,x,)=2x2 — x,x, e stabilirne il segno usando il segno dei minori nord-ovest.
Soluzione
0 -1/2
= , |A|:—1<0 quindi & indefinita.
-1/2 2 4
1.c q(x.,x,)=-3x2 —2x2 — x,X, e stabilirne il segno usando il segno dei minori nord-ovest.
Soluzione
-3 -1/2
A= , —3<0,A :§>0 quindi & definita negativa.
-1/2 -2 4

1.d q(x,, X, )= x2 + x2 —2x,X, € stabilirne il segno usando il segno dei minori nord-ovest.
Soluzione

1 -1
A:{ . 1] 1>0, |A =0 quindi & semidefinita positiva.

LF q(x, X,, X5 ) = —2%2 — X2 — xZ — 2%, X, — 2X,X, € stabilirne il segno usando il segno dei

minori nord-ovest.

Soluzione
-2 -1 -1

A=[-1 -1 0 [, |A=0 quindilaf.g. pud essere semidefinita.
-1 0 -1

I minori principali di ordine 1 sono: -2, -1, -1, quindi minori o uguali a 0.
I minori principali di ordine 2 sono:

-2 _ -1 0
‘1 j:1>0, j:1>0,‘0 ]1:1>0posmw.

g & semidefinita negativa.




2.

1
Determinare il segno della forma quadratica associata alla matrice A=|0
1

o — O

1
0| usando il
3

segno degli autovalori.

Soluzione
La matrice A & simmetrica e i minori di N-O sono tutti positivi quindi & definita positiva.

-1 2 1 2
Date le matrici A= e B= determinarne il segno
0 3 2 1

Soluzione
La matrice A non é simmetrica quindi per studiare il segno di q(>_<) = x' Ax bisogna studiare

-1 1
q(x)=x"A'x con A':{ . 3} i cui minori di N-O sono -1, -4 quindi le forme quadratiche

sono indefinite.
La matrice B & simmetrica e i minori di N-O sono 1, -3 quindi la forma quadratica e
indefinita.

1 31
Data lamatrice A=|-1 1 1] stabilire il segno della f.g. associata.
0 3 2

Soluzione
La matrice A non é simmetrica quindi per studiare il segno di q(>_<) = x' Ax bisogna studiare la
1

matrice simmetrica A'= che genera la stessa f.q

N|RER
N NN

Il polinomio caratteristico di A’  di 3° quindi I’equazione per il calcolo degli autovalori non e
risolvibile in modo elementare, in questo caso é preferibile calcolare i minori di N-O:

1
all:1>0,1

=0, |A|= 9 < 0 quindi la f.g.¢ indefinita.
4

Esercizi punto 2

5. Data la funzione f:R? — R tale che f(x)=-2% (X X, —1) determinarne

a. il campo di esistenza
b. le curve di livello

Soluzione



a. X (x1 X, —1)2 0 Si studia il segno dei due fattori:

4 4
y . +
— T + _
4
b. 2\% (% X, -1)=k,keR"
2
X2 = w’ k (= R+1
4x;
per k=0 la curva di livello ¢ I’iperbole equilatera,
k=0 a%a k=0 a s
0 n 0 !

6. Data la funzione f:R? — R tale che f(x,X,)= In(w/xlz X, —1) determinarne

a) il campo di esistenza
b) le curve di livello

Soluzione

a) CE:yx +x,°-1>0 - X T+x>1

In(w/xl2 +X, —1) =k
UxE+x2=e 41 5 xPext=(e+1f >1

b) Curve di livello



Esercizi punto 3

7) Datalafunzione f:R*®—R taleche f(x)=x2—-2xX;, xX’=|_1|u=

a.

0

e

1

calcolarne il gradiente nel punto x°

b. calcolarne la derivata direzionale delle seguenti funzioni nel punto x° lungo la direzione u .

c. dire se f & differenziabile in x°, calcolarne il differenziale

d. Scrivere le formule di Taylor del 1° ordine relativa al punto x°.
Soluzione

a. Il dominio é D, =R®

f, _o 2X,
oX,
o X 0 0
fz':a—:—Zx3 > vi(x)=2 -x, >  xX’= _1,Vf(>_<°):2 -1}
X
6f2 ~X, 1 1
f, =—=-2x,
0X,
1/4/3 1
o - . u u 1
Il vettore u non ha norma unitaria quindi va normalizzato:v = = = — =1/ V3|=—1
Ve s B

poiché f & differenziabile , infatti le sue derivate parziali sono continue in x° e poiché
0 0

Vil | -1||=2-1], laderivata direzionale é :
1 1



0
C. La funzione f & differenziabile in x” =| _1|;
1
il differenziale di f in x°é:

dx
df (x°)= (v (') ax)=20 -1 1 o, | = —2dx, + 2dx,
dx,

d. Formule di Taylor del 1° ordine
Si & gia calcolato df ()_(0): <Vf ()_(0)5—1<°> =—2X, +2X, —4 quindi

f(x)=f (>_<°)+ df ()_(0 )+ omx - >_<°H)= —2X, + 2%, — 2+ o(\/xf +(x, +1)° +(x, —1) )

Esercizi punto 4

9. Scrivere la formula di Taylor al 1°ordine in un punto generico x della funzione

2 2

Xl 2 ) 3 . . TR 29 0
f (X) = ———=+X,, e calcolarne I’approssimazione in un punto X “vicino”a X =
X2 1
Soluzione
B 2
2% X
X, X’
X, 2X, 2%, X5 X 2%,
\Y%i (5): el df(>_()= — 4 ldX, +| == ——= [dX, +dX,
X2 Xl X2 Xl X2 Xl
1

E importante notare che la funzione f (x) non ha punti critici, infatti la condizione

Vf(x)=0 non & mai verificata, poiché f, = X _1s0.
3

3

\%i (go): ~3|=df ()_(0)=3(xl —1)=3(x, —1)+(x; +1) = 3%, —3x, + X, +1
1

Per xX’ =| 1 |, poiché f()_(o):—l, la formula di Taylor al 1° ordine in x°&:
-1

f(x)= (< )+ df (< )+ offh]) = 3x, ~3x, +x, +olh] |




L’approssimazione al primo ordine in un punto x “vicino”a x°=| 1 | &
-1
f(X) =3x, —3%, + X,

10. Determinare i punti di massimo, di minimo o di sella della seguente funzione utilizzando la

C.S. del secondo ordine
4 2

X' X
a) f(x)="2+-2
) F(x)=7-+5
Soluzione
3
sz{xl}:OCM_(:Q
X2

Hf:[sxf o}
0 1

L’hessiano ¢ semidefinito positivo (e possibile verificarlo con i minori principali, non solo
quelli di Nord-Ovest), quindi f & convessae il punto x=0 e di minimo globale.

b) f(X)=X'%, = X;X; + X

Soluzione
2%, X, XX, =0 X, =0
VE =%} =2X,X; [=0 41X’ = 2X,X, =0=1 X, =0
_X22+1 X;:l Xzzil
2 0 0]
H,(010)=(0 0 -2
2X, 2%, 0 (010) 0 —2 0
H, = 2())(1 jxg —f)xz = 2 0 0]
— e H,(0-10)=| 0 0 2
0 2 0]

In entrambe i punti (0,1,0) e (0,-1,0) I’hessiano ¢ indefinito quindi sono punti di sella.
X2
c) f(x)=-1x5,x,20
X2

Soluzione



_ - .
X, :
XZ
\%i (g)z ——-X; | =0 <x,=0 quindi tutti i punti del piano x,=0 sono stazionari e
XZ
X
L X2
f(0,%,,%x;)=0
2 2X 2%, | I 2X
% 21 3 — 2Xs -— 3 2)(1W
X2 2 X2 X2
2X, 2%} X' | 1] 2x 2%} X/
Hf = 2 73 3 3 T2 T T s 2 3 -
X2 XZ XZ X2 XZ X2 X2
2X x? x?
—* -— 0 2, o 0
X X; i i X, |
) 1 00
X
3Hf(ovxz’xs):_3 000
X
10 0 0
2X . ) . . ... - \
e Se ==2>0, ossia X,, X, concordi, I’hessiano ¢ semidef. positiva quindi la C.S. non e
X2

verificata, tuttavia si osserva che nei punti per cui X,, X, = 0 sono concordi la funzione
X2
f (x) = =X, € positiva quindi sono di minimo locale.
X2
2X, . . o . . . . - \
o Se X—<O , 0ssia X,, X, discordi, I’hessiano ¢ semidef. negativa quindi la C.S. non &
2
verificata, tuttavia si osserva che nei punti per cui X,, X, # 0 sono discordi la funzione

2
X . : - . :
f (x) = - x, € negativa quindi sono di massimo locale.
XZ



