Esercitazione sui Sistemi lineari

1. Metodo di Gauss per la determinazione del rango di una matrice
2. Teorema di Rouché-Capelli

1. Verificare che i vettori

4

sono una base per & e calcolare i coefficienti che permettono di esprimere il vettore

come combinazione lineare di ¥1, ¥:e ¥,

Soluzione

| vettori dati sono una base per & *in quanto sono 3 vettori linearmente indipendenti;
infatti la matrice

11 2
A:[\_llv\_/z’\_/s]: 121
131

t

ottenuta accostando i tre vettori ha rango 3 in quanto

11 2
2 4 n 1 2
A= 2 1= —[ ]+ _|=-1+2=1%0
3 4 13
131

. N . . . . .V s 32 .
Il vettore ¥si puo esprimere come combinazione lineare di -2, -2 e = se esistono

% f.7 tali che

V= al]Jr,BZ +7/1

questo equivale a trovare un vettore X = ﬁ} per cui vale AX=V .

Poiché det(A)=1+0, A ¢ non singolare quindi invertibile e I’inversa ¢

-1 5 -3
At=l0 -1 1
1 -2 1

-1 5 -3[1] [-26

Siottiene x=A"v=0 -1 1 |=2|=| 7 |, quindii coefficienti della
1 -2 115 10




combinazione lineare sono ¢ =-26, =7,y =10 e v=-26v, + 7V, +10v,.

2. Calcolare il rango della matrice con il metodo di Gauss

1 2 =13

2 1 0
D:

-2 -1 3

-1 4 =2

rg(D)-:3; infatti facendo operazioni elementari sulle righe si ottengono successivamente matrici con lo
1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
2 1 0 0 -3 6 0 -3 6

stesso rango D = — — =rg(D)=3
-2 -1 3 0 3 -3 0O 0 3
-1 4 -2 0 6 -5 0 6 -5
In alternativa si puo utilizzare il metodo di Kroneker
e Determiniamo, se esiste, un minore di ordine 1 non nullo
a,=1#0 = rg(D)=1
e Determiniamo, se esiste, un minore di ordine 2 non nullo
1 2
=1-4=-3#0=rg(D)>2
2 1
e Determiniamo, se esiste, un minore di ordine 3 non nullo
1 2 -3
2 1 o0l=-2? It 3 2(6-3)+(3-6)=—9%0 = rg(D)=3
213_—13—23_ B i =

3. Utilizzando il metodo di Gauss, determinare se esiste un vettore x tale Ax=b

0 1 -3 2
a. A=|1 1/2 0 |b=|1
0 O 1 0
Soluzione
X, —3X; =2

. 1 . . . .
Il sistema | x, + EXZ =0 e determinato infatti

X; =0
0 1 -3 2
o lamatrice completaé [A|b]=|1 % 0
0 0 1 O
e lamatrice [A|b] ha lo stesso rango di
1 % 0 1
0 1 -3 2]ottenuta scambiando la prima riga con la seconda;
0 0 1 O



e dalla matrice finale si deduce che rg(A)=rg(A|b)=3 quindi il sistema & determinato;

xl+%x2=l
e il sistema equivalente & {x, —3X, =2
X, =0
x1+%x2=1 xl+lx2=1 X, =0
J X, =3X; =2 & X, =2 S 9X, =2.
X, =0 X; =0 X =0

Lasoluzioneé [0 2 O] .

1 2 3
b. A=|2 3|b=|4
3 2 2

Soluzione
X +2X, =3

Il sistema {2x, +3X, =4 & impossibile infatti
3X, +2X, =2

N W N
N B W

1
e lamatrice completaé [A|b]=|2
3

e lamatrice [A|b] ha lo stesso rango di

-2(1 2 3 -3/1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 3 4|—> O -1 -2{—->-40 -1 -2|—>|0 1 -2
3 2 2 3 2 2 0 -4 -7 0 0 1

e dalla matrice finale si deduce che rg(A)=2 e rg(A|b)=3 quindi il due ranghi sono diversi e sistema é
impossibile.

4. Risolvere i seguenti sistemi:

Sx+ 3y + 3z =4k

2%+ 63z =18
3 Hy—3y+2z=121
Soluzione

5 3 3 48
e lamatrice completaé [A|b]={2 6 -3 18
8 -3 2 21



e lamatrice [A|b] ha lo stesso rango di
2/5 3 3 48 8(5 3 348 5 3 3 48 5 3 3 48

-5/2 6 -3 18|—> 0 -24 21 6| —>39|0 -24 21 6 |»>|0 -24 21 ©
8§ -3 2 21 -5/8 -3 2 21 24|10 39 14 279 0 0 11556930

5 3 3
e Ilminore |0 —-24 21 |=0 comprende lerighe 1,2 e 3 e le colonne 1,2 e 3 che sono quindi
0 0 1155

linearmente indipendenti, si deduce si deduce che rg(A)=rg(A|b)=3 pari al numero delle incognite
quindi il sistema € determinato;

5 3 3 |x] [ 48 5x+3y+3z=48
e ilsistemaequivalentee [0 —-24 21 ||y|=| 6 ossia {—24y+21z=6
0 0 1155]z| |6930 1155z = 6930
5x+3y+3z=48 5x+3y+3z=48 X=3
—24y+217=6 =><{y=5 =3y=5
x+2y+z=10
x+y—z=10
b x+3y+3z=10
Soluzione
12 1 0
e lamatrice completaé [A|b]={1 1 -1 0
13 3 0

e il sistema & compatibile perché rg(A)=rg(A|b).

e lamatrice [A|b] ha lo stesso rango di
111 2 10 111 2 10 1 2 10 1210

-111 1 -10|—> 01 20/—->10 1 20}—>|01 20
13 30 -111 3 30 10 -1 -20 0 0 00

Il minore

2
‘ =1= 0 comprende le righe 1 e 2 e le colonne 1 e 2 che sono quindi linearmente

indipendenti, si deduce che rg(A)=rg(Alb)=2<3 quindi il sistema € indeterminato;

X
o : 1 21 :
e il sistema equivalente & y | =10 |ossia
01 2
z 0
X+2y+z2=0 X+2y=-2 X =3z . et e .
= = ossia con zeR quindi il sistema ha infinite soluzioni
y+2z=0 =-22 y=-22



