Lezione 31 —Funzioni a piu variabili: limiti e continuita

Si definisce una funzione reale a n variabili reali una corrispondenza univoca tra X sottoinsieme del

prodotto cartesiano R"e 1’insieme dei reali:
f:X<cR" >R

ossia ad ogni n-upla ordinata di reali appartenente a X, detto dominio, corrisponde uno e un solo

valore appartenente all’insieme dei reali detto codominio, si scrive
= (X, Xy yeees X,

Caso particolare & quello di X dominio rettangolare ossia prodotto cartesiano di n intervalli di R per

cui la funzione é: ]
fi X xX,x.xX, >R X, cRi=12 3.

La n-upla ordinata di valori reali & definita come un vettore a n dimensioni, in cui vi sono n variabili
indipendenti.

Domanda chiave: Come si determina il dominio di una funzione a piu variabili?

Esempi 31.5 ,
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Definizione 31.4 )
Sia fiX— Rcon X =R gominio di f, dicesi grafico di f un sottoinsieme del prodotto

cartesiano RxR" =R™ ¢osi definito
G={x f(x)eR™:xe X}

%

e
>

————

s 2 N

Curve di livello

Definizione 31.5 ,
sia T X >R X <R 4 detta curva di livello relativa al valore k il sottoinsieme di X per cui
I’immagine € pari a k ovvero
S C={xeX:f(x)=k}

Esempio 31.6 , ,

Le curve di livello della funzione T R ™R tale che T (X1 X2) =X +X; gong Ie curve di
2 2 = . . .

equazione Xp+X; =k ovvero le circonferenze con centro nell’origine.

2 2 _
Per k=0 la curva di livello ha equazione *1 * X2 = 0 ¢ si riduce al punto (Xl’ XZ)_ (O’O).




xP+x2=k<0

Per k<0 la curva di livello ha equazione impossibile.
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Per k>0 la curva di livello ha equazione X1 + X =k >0

circonferenza con centro nell’origine.

\ \ k=0
\ \ // /
\ N /

\ S—=-7 /
\ /7
A 7
~ P d
~ -

Osservazione

Dalla posizione delle curve di livello relative a valori crescenti/decrescenti di k si possono avere
informazioni sui minimi e massimi della funzione. In questo caso si vede che aumentando k le
curve di livello si allontanano dall’origine quindi il punto (0,0) ¢ di minimo assoluto.

Esempio 31.7

. 2 _
Le curve di livello della funzione | “R™ 2 R taleche %) =%
—x; =k <X =X +k

— X2 .
2 sono le curve di
equazione X1

Osservazione
In questo caso si vede che aumentando k le curve di livello si “muovono” da sinistra verso destra
per traslazione quindi non esistono né punti di minimo né punti di massimo.

Esempio 31.8
Nell’ambito economico si ritrova il concetto di curve di livello come:

a. le curve di indifferenza di unabfunzione di utilita.
: U(x,y)=xy",a+b=1 : Do 1 P
Per esempio, se e la funzione di utilita di un consumatore riferita alle

a,,b _ +
quantita x e y di due beni, le curve di indifferenza sono * ¥ = k.keR™

b. gli isoquanti di una funzione di produzione.
Per esempio, se la funzione di produzione & T (X1:X2) = 8% 8%, |ineare,

>0 1. . _ +
3,8, 20 )i jsoquanti sono le rette &% +@:X; =k, keR"

X;, X, 20,



Limiti

Definizione 31. 6 o )
Data la fun2|onﬁm f? )_)IT on X € R" ¢ X" € R gefinisceche | & limite di f per x tendente a

X% e siscrive X se

Definizione 31.7
F1X>Reon X <R con X <R g dice continua in X € X se lim f(x)= f(l(o)

X—)X

Esempio 31.9
2%, X
f(x)=S2"2 , x2+x2 20
(x) x24 xR f:R2\{0} >R
lim 2xlx2 A;
00X+ non esiste perché in qualungue intorno di
D
(0,0) cadono )
e infiniti punti la cui immagine é 0,
e infiniti punt| la CUI |mn€ ?lne el
infatti % =0, X, 0= f(x 0:>f —>0
2_0,x1;zf&0:>f(_)—0:>f(_)—>0 )
X=X #0= f(x)=1= f(x)>1 )
. 1 A
i9032.1Q,2) _
RERTRD 32-49;)-
f(x)=In(L+x2 +x2)
f:R®” >R

v

f(x)20, f(x)=0ex=0

v1(0)31(0): vxe 1(Q);x=0 f(x)e 1(0)
—g<f(_)<g<:>|n(1+xl+x2)<g
1+x +x. <e” o X +x5<e’ -1

Poiché f(0)=0 la funzione é continua per x=0.




APPROFONDIMENTO

Domanda chiave: Ci sono altri metodi per calcolare il limite di una funzione in piu variabili?

Coordinate polari in R?
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Le coordinate polari permettono di rappresentare settori di corone circolari come domini

rettangolari.

Y |

[coordinate cartesiane]

Da coordinate polari a cartesiane

Da coordinate cartesiane a polari

Yo

[coordinate polari]

X=X, + pCOSQ
y=Yo+psing
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Esempio 31.11

lim In(L+ x? +x2)

Calcoliamo il limite dell’esercizio 31.6 *°29

Usando le coordinate polari:

X = pCOS®
y=psing

Si verifica che il limite € O; infatti

x—=0

Esempio 31.12
0 2
Calcoliamo, se esiste, * (x -1)

Usando le coordinate polari:

&Hrﬂer(mw@“ﬁ]é ollinfatgos ¢ —1) (psin o)

fim 00 =2, X’ H

+ X

lim In(l+ X7+ xzz): Iirr(1)|n(1+ p2)= 0
p—

dove 0]
X=1+ pcose
y=psing

X%’ (x1 —l)2 + X2 o0 (1+ L COSp —1)2 + (p sin go)z

= lim

p°cos® psin g

= lim pcos® gsinp =0

-0 p¥(cos? p+sinp?)  »o0'

Esempip 31.1
Sia T 2 _x
—— Xx=%0
f(x)= I+
1 x=0

0
Non ¢ continua in %,°= 0. infatti psin® g : sin” ¢
I;Lg fe(l?: 'IXIH(]) \/ﬁ - prl_l;](} \/ 4 oa d 4 p“_rl)]+ \/ 4 !
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2 il limite & 1, quindi il limite non esiste.
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