
Lezione 33 – Massimi e minimi liberi 
Problema 33.1 

Un monopolista produce un unico bene ed ha due tipi di clienti: 

 I clienti di tipo A sono disposti a pagare il prezzo di  60-2Q1 per ogni unità di bene quando 

la quantità offerta è Q1 

 I clienti di tipo B sono disposti a pagare il prezzo di 180-3,5Q2 per ogni unità di bene 

quando la quantità offerta è Q2 

 Il costo di produzione di Q unità è 180+40Q 

Quanto dovrebbe offrire il monopolista sul mercato al fine di rendere massimo il profitto? 

 

Definizione 33.1 

RXf : , 
nRX   Xx 

0
 

Se    0
xfxfXx   allora Xx 

0
 è detto punto di massimo globale (assoluto). 

Se        000
: xfxfxIxxI   allora Xx 

0
 è detto punto di massimo locale (relativo). 

 

Se    0
xfxfXx   allora Xx 

0
 è detto punto di minimo globale (assoluto). 

Se        000
: xfxfxIxxI   allora Xx 

0
 è detto punto di minimo locale (relativo). 

 
Un punto che è o di massimo o di minimo globale (locale) è detto punto di estremo globale 

(locale). 
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Condizione necessaria del 1° ordine per estremi locali 

 

Teorema 33.1  

RXf : , 
nRX    aperto,  

f è differenziabile in Xx 
0

 
0

x  è punto di estremo locale 

  

C.N. del 1° ordine:   0
0
 xf  ovvero 

0
x è punto critico (stazionario) di f 

 

Dimostrazione  

Si applica il teorema di Fermat alle n funzioni in una variabile ottenute considerando costanti n-1 

variabili e facendo variare la i-ma componente:    00

1 ,,,, niii xxxfxh  . Tali funzioni sono 
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Esempi 33.2 

1) RRf 2:  tale che nn xxxf 21)(    con 0Nn  
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2) RRf 2:  tale che 2

2

2

2

1 22)( xxxxf   

 




















024

02
0

24

2

2

1

2

1

x

x
xf

x

x
f  











2/1

00
x  è l’unico punto che potrebbe essere di estremo locale. 

 

3) RRf 2:  tale che 1
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Massimi e minimi di funzioni concave o convesse 

 

Definizione 33.3 
nRC   è un insieme convesso      CytxttCyx  1,1,0,,  

 
 

Definizione 33.4 

RCf : , 
nRC   è un insieme convesso, la funzione f si dice  

 convessa se           yftxtfytxtftCyx  111,0,,  

 strettamente convessa se           yftxtfytxtftCyx  111,0,,  

 
 concava se           yftxtfytxtftCyx  111,0,,  

 strettamente concava se           yftxtfytxtftCyx  111,0,,  

 

I due teoremi che seguono riguardano funzioni RCf : , 
nRC    aperto e convesso  

 

Teorema 33.2  

Se f è differenziabile e convessa (concava)  

 

   0
0
 xf  ovvero 

0
x  è punto critico (stazionario) di f 

  
0

x  è punto di minimo (massimo) globale 

 

Teorema 33.3 

Se f è differenziabile due volte 

f  è convessa (concava) 

  

       CxxxxxHxxxfd
T

 0
0002

 cioè  

è  una forma quadratica semidefinita positiva (negativa) 

 

Considerando i due teoremi si ottiene che, se f  differenziabile due volte, 

condizione sufficiente affinché un punto sia di minimo globale (massimo globale) è che  

  0
0
 xf  

       CxxxxxHxxxfd
T

 0
0002
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Esempi 33.3  

1) RRf 2:  tale che 2
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2) RRf 2:  tale che 4
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Applicazione 33.1 

Il profitto si ottiene come differenza tra ricavi totali e costi totali: 
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quindi la matrice hessiana è definita negativa, dunque la funzione di profitto è strettamente 

concava, quindi Q1=5 e Q2=20 è punto di massimo assoluto o  globale. 

 

Abbiamo visto che per le funzioni convesse (concave)   0
0
 xf  è condizione necessaria e 

sufficiente  affinché 
0

x  sia di minimo (massimo) globale. 

Per le altre funzioni le condizioni che si introdurranno riguardano solo i punti di estremo locale in 

quanto si considera f solo relativamente ad un intorno di 
0

x .  

 

Condizione sufficiente del 2° ordine per estremi locali 

 

Teorema 33.4 (C.S.) 

RAf : , 
nRA    aperto,  ACf 2  

  0
0
 xf  

         000002 ,00 xxxIxxxxHxxfd f
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 cioè 

il differenziale secondo è definito positivo (negativo) in un intorno di 
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x  
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 punto di minimo (massimo) relativo o locale per f 

 

 

 

Esempi 33.4 
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APPROFONDIMENTO 

 

Dimostrazione del teorema 33.4 

Nella formula di Taylor al secondo ordine   0
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Osservazione importante: per una funzione qualsiasi  non esite una condizione sia necessaria che 

sufficiente  affinché 
0

x  sia di minimo (massimo). 

Esistono funzioni che hanno in un punto 
0

x  un massimo o un minimo ma il loro differenziale 

secondo ovvero l’hessiano è solo semidefinito e funzioni il cui hessiano è semidefinito ma il punto 

non è né di massimo né di minimo. 

 

Esempio 33.5 

RRf 2:  tale che 
2

2

2

1)( xxxf   

  000
2

2
21

2

2

1

2

21 







 xxxf

xx

xx
f , 










0

00
x  è  punto critico e 

  








































00

00

0

0

24

42
2

121

21

2

2

ff H
xxx

xxx
xH  è semidefinita, in questo caso  il punto critico 











0

0
x è di minimo ma questo si può provare osservando che per ogni x  si ha 02

2

2

1 xx  quindi 











0

00
x  è punto di minimo assoluto. 

 
 


