Lezione 33 — Massimi e minimi liberi
Problema 33.1

Un monopolista produce un unico bene ed ha due tipi di clienti:

e | clienti di tipo A sono disposti a pagare il prezzo di 60-2Q1 per ogni unita di bene quando
la quantita offerta & Q1

e | clienti di tipo B sono disposti a pagare il prezzo di 180-3,5Qz per ogni unita di bene
quando la quantita offerta é Q2

e |l costo di produzione di Q unita e 180+40Q

Quanto dovrebbe offrire il monopolista sul mercato al fine di rendere massimo il profitto?

Definizione 33.1
f:X >R, XcR" x°eX

Se vxe X f(x)< f(>_<°) allora x° e X & detto punto di massimo globale (assoluto).
Se 3I(>_<°): VX e I()_(O) f(x)< f()_(o) allora x° e X @ detto punto di massimo locale (relativo).
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Se vxe X f(x)> f(>_<°) allora x° e X & detto punto di minimo globale (assoluto).
Se 3I(>_<°): VX e I()_(O) f(x)> f()_(o) allora x° e X @ detto punto di minimo locale (relativo).

\ y “minimi locali

minimo globale

Un punto che é o di massimo o di minimo globale (locale) € detto punto di estremo globale
(locale).

Esempio 33.1
f :R* - R taleche f(x)=-x;

0 -
f([ODZO quindi f(x)=—x? < f(0)=0VvxeR?

f[BD =0quindi f(x)=-x’ < f(BD =0VxeR?

Ogni punto dell’asse X, € punto di massimo assoluto.
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Condizione necessaria del 1° ordine per estremi locali

Teorema 33.1
f:X >R, X< R" aperto,
f & differenziabile in x° e X
x° & punto di estremo locale

U

C.N. del 1° ordine: Vf ()_(O): 0 ovvero x°e punto critico (stazionario) di f

Dimostrazione
Si applica il teorema di Fermat alle n funzioni in una variabile ottenute considerando costanti n-1

variabili e facendo variare la i-ma componente: h, (x, ) = f (xf T AT xﬁ). Tali funzioni sono

differenziabili e la loro derivata & h,'(x; )= gi(xfx. x°).
X
- / 0 » - - o0 af 0 -
Poiché x~ € punto di estremo locale per f si ha h, (xi ):a—(>_< ): 0,i=1,...n. [CVD]
X
Esempi 33.2

1) f:R* >R taleche f(x)=x+xj con neN,
nx;
_| " _ 0 A P . .
Vi = { n_l} = Vf ()_() =0« X =0 ¢ I"unico punto che, per ognuna di queste funzioni,
potrebbe essere di estremo locale, in seguito vedremo che a volte lo &, a volte no.

2) f:R? >R taleche f(x)=x+2x%-2x,

2X 2%, =0
Vi = 'l Vi(x)=0s '
4x, —2 4x,—-2=0

0 .
X’ = L/Z} ¢ I’unico punto che potrebbe essere di estremo locale.

3) f:R? >R taleche f(x)=x>+x>-3x,

3x2 -3
vi :{ X }:Vf()_()zO@XlzJ_rl,xz =0

1 -1 . _ :
x° ={ } e x ={ 9 } sono gli unici punti che potrebbero essere di estremo locale.




Massimi e minimi di funzioni concave o convesse

Definizione 33.3
C c R" @ uninsieme convesso <> Vx,y eC,vte[01] tx+(1-t)yeC

Definizione 33.4

f:C >R, CcR" éuninsieme convesso, la funzione f si dice

v convessase Vx,y e C, vt e [04] f(tx+(@-t)y)<tf(x)+@-t)f (y)

v strettamente convessa se Vx,y € C, vt € [01] f (tx+(@—t)y)<tf (x)+ 1-t)f (y)

v concavase Vx,y e C, vt e [01] ftx+(@-t)y)>tf (x)+ (1— f(y)

t
v strettamente concava se Vx,y e C, vt € [0] f (tx+(1—t)y)> tf (x)+ L t)f (y)

I due teoremi che seguono riguardano funzioni f :C — R, C < R" aperto e convesso

Teorema 33.2
Se f e differenziabile e convessa (concava)

vf (>_<°)= 0 ovvero x° & punto critico (stazionario) di f
)

x° & punto di minimo (massimo) globale

Teorema 33.3
Se f e differenziabile due volte
f e convessa (concava)

g
d?f ()_()z()_(—)_(O)T H()_(—)_(°X>_<—>_<°)2 0vxeC cioé
e una forma quadratica semidefinita positiva (negativa)

Considerando i due teoremi si ottiene che, se f differenziabile due volte,
condizione sufficiente affinché un punto sia di minimo globale (massimo globale) e che

Vf()_(o):o
d2f (x)=(x—xJ H(x-x°Jx—x*)2 0 vxeC




Esempi 33.3

0
1) f:R®> >R taleche f(x)=x,+2xZ - 2x,, abbiamo visto che I’unico punto critico & X = L/ 2} :

2 0 =2>0VxeR?
Hf(—):|: } P o

. , 0= H(x)¥xeR® semidefinita positiva
0 4| detH,(x)=8>0VxeR

quindi f & convessa e il punto critico x = L/Z} e punto di minimo assoluto o globale.
2) f:R” >R taleche f(x)=x +x,

4x} 0 iy
Vi =| ™ |= Vf(x)=0< x=| _|punto critico.
4x; 0

2
H, (>_<) = [12;(1 12?( 2} & semidefinita positiva per ogni x € R*quindi f & convessa e il punto
2

0
X, ={ } & di minimo assoluto o globale; infatti x;' + x; >0= f(x) = f(0) ¥x e R’.
0

Applicazione 33.1
Il profitto si ottiene come differenza tra ricavi totali e costi totali:

RT = PlQl + PzQz = (60 - 2Q1)Q1 + (180 - 315Q2)Q2
CT =180+40Q =180+40(Q, +Q,)

P= (60 - 2Q1)Q1 + (180 - 315Q2)Q2 - (180 + 4O(Q1 + Qz))
| punti stazionari di P sono tali che:

60-4Q,-40=0 [Q =5
=
180-7Q,-40=0  |Q, =20

-4 0
Controllo I’Hessiano H = { 0 7} ,8,, =—4,detH =28 >0

quindi la matrice hessiana é definita negativa, dunque la funzione di profitto é strettamente
concava, quindi Q1=5 e Q2=20 é punto di massimo assoluto o globale.

Abbiamo visto che per le funzioni convesse (concave) Vf ()_(0): 0 é condizione necessaria e

sufficiente affinché x° sia di minimo (massimo) globale.
Per le altre funzioni le condizioni che si introdurranno riguardano solo i punti di estremo locale in
quanto si considera f solo relativamente ad un intorno di x°.

Condizione sufficiente del 2° ordine per estremi locali

Teorema 33.4 (C.S))
f:A—>R, AcR" aperto, f eC*(A)

\Yi ()_(0): 0
d?f = ()_(—)_(0)T Hf(>_(°X>_<—>_<°)>O(< 0)Vxe I(>_<°)>_(¢>_<°cioé
il differenziale secondo & definito positivo (negativo) in un intorno di x°

U

x” e A punto di minimo (massimo) relativo o locale per f

| Esempi 33.4



3X
6x, O 0 00 0
H,(x)=| * =H, = & semidefinita ma non definita e il punto x =

0 6x, 0) o o 0
non & di estremo; infatti se x, > —x, siha f(

2 0
1) f:R> >R taleche f(x)=x'+x3, Vf = {3)(12} =>Vf(x)=0= x= {O} punto critico.
2

)> f(0) ese x, <—x, siha f(x)< f(0) quindi

O Ix

non esiste un intorno del punto critico x° :[ } percui f(x)< f(0) o f(x)> f(0) ¥vxel(0).

o

2) f:R®> >R taleche f(x)=x+xZ-3x,

2_
Vf={3x1 3}:>Vf(>_():0<:>x1=J_r1,x2=O,Hf(>_<)={6(;(1 O]

2X, 2
1 6 0 . . L 10
H, = e definita positiva quindi il punto e di minimo
0 0 2 0
-1 -6 0.,  _ . L -1] .
locale H = e indefinita quindi il punto € un punto
0 0 2 0
di sella.

3) f:R> >R taleche f(x)=x+2x,>+Xx,

2X 1 0 0 ..
vi=| "™ |=Vf(x)=0=x,=0,x,=—>,x"=|_1]|¢& punto criticoe
4x, +1 4 T

2 0], . y Ol
H,(x)= {O 4} & definita positiva quindi per il teorema 33.3 il punto critico x° = ! l] e di
4
minimo assoluto o globale.




APPROFONDIMENTO

Dimostrazione del teorema 33.4
Nella formula di Taylor al secondo ordine Vf (50 )= 0 quindi

£0)= £l po b ) 1 (S x e of x| ). xe 1)

- - - - - - 2 - -
se si sceglie x sufficientemente vicino a x°, o(”>_<—>_<°H ) risulta trascurabile e

F(0)- F(x°)= (x—x°) H, (X Jx-x°)
quindi, essendo ()_(—)_(0)T H, (>_<°X>_<—>_<°)< 0(>0), x° & punto di massimo (minimo) relativo o
locale.

Osservazione importante: per una funzione qualsiasi non esite una condizione sia necessaria che
sufficiente affinché x° sia di minimo (massimo).
Esistono funzioni che hanno in un punto x° un massimo o un minimo ma il loro differenziale

secondo ovvero I’hessiano € solo semidefinito e funzioni il cui hessiano ¢ semidefinito ma il punto
non é né di massimo né di minimo.

Esempio 33.5
f :R? > R tale che f(x)=xx,”

2 0 y
v {lexz }:vf(z)=o@xl =0vx,=0,x" =M & punto critico e

2X7X,
2% 4% X 0 00 e : ”
H, ()_():{ ? ! 22} —=H, q D :{ } é semidefinita, in questo caso il punto critico
A%, X,  2X% 0 00

é di minimo ma questo si pud provare osservando che per ogni x si hax?x2 >0 quindi

1<

Il
——1
o O
oL—_ T

x’ = {O} e punto di minimo assoluto.




