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(]

Figura 4.6: Processo di Aitken.

Teorema 4.4.4 Sia ¢(z) la funzione di iterazione di un metodo di ordine p
per approssimare un suo punto fisso . Perp > 1 il corrispondente metodo
di Steffensen (4.20) per approssimare o ha ordine 2p — 1, mentre per p = !
e nella ipotesi ¢'(a) # 1, il metodo (4.20) ha ordine almeno 2.

4.5 Metodo di Newton

1l pitt importante fra i metodi ad un punto & il metodo di Newton. Tale
metodo si pud applicare per approssimare uno zero o di f(z) se, in tutto
un intorno di o, f(z) & derivabile con continuitd. In tal caso, assumendo la
funzione di iterazione della forma

I :
p(z) == @) | ‘(4.2_1)
si ha il metodo
' xn+1=xn—%(gc%, n=0,1,2,.... (4.22)

L'iterata .41 ¢ individuata dal punto d’incontro dell’asse delle ascisse con
la tangente alla curva y = f(x) nel punto A, = [q, f(zn)] (cfr. Fig. 4.7);
per questo si usa anche la denominazione di metodo delle tangentt.
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0.5}

) 0.2 0:4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 4.7: Metodo di Newton.

Sulla convergenza e 'ordine del metodo di Newton, vale il seguente teo-
rema. '

Teorema 4.5.1 Sia f(z) € C°([a,b]), a < o < b, fla) =0, f'(a) # 0,
allora valgono le proposizioni:

1. esiste un numero p > 0 tale che per ogni o € [a — p,a + pl il
metodo (4.22) converge;

2. la convergenza é di ordine p > 2;

3. se p =2 il fattore di convergenza é C' = % J}’,I((z)) ‘
DIMOSTRAZIONE. Dalla (4.21) segue
1oy L@ (x)
= 4.23
da’ cui
¢'(a) =0; (4.24)

quindi, fissato un numero positivo K < 1, esiste un numero p > 0 tale che per ogni
z € a—p,a+p] si abbia | ¢/(z) |< K e percio vale il teorema di convergenza 4.4.1.
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f'(x,,) non si calcola ad ogni passo ma solo ogni volta ché n coincide con un
elemento di un prefissato sottoinsieme dei numeri naturali, lasciando f'(zn,)
uguale ‘all’ultimo valore calcolato se n non appartiene a tale sottoinsieme.
Si noti che se il valore di f/(z,) viene mantenuto costante per ogni n, la
convergenza del metodo dipende dal valore di tale costante ed ¢ comunque
lineare.” Anche il metodo delle secanti pud considerarsi ottenuto dal metodo
di Newton approssimando f’(z,) con il rapporto incrementale £on)—Hzn1)

Tun—Tn-—1

4.6 Metodi iterativi in IR"

La teoria dei metodi iterativi precedentemente esposta puo essere estesa
al caso in cui, nella (4.1), sia f(z) :R® —IR", cioé al caso di un sistema di n
equazioni (non lineari) in altrettante incognite

Filzr,. . ) =0
fa(z1,...,2,) =0

: | (4.29)
fo(@1,. .y 2n) =0.

In analogia con quanto esposto in 4.4, il sistema (4.29) si puo scrivere in
una forma equivalente la quale consente di approssimare una soluzione o =
(0,0, .. ,an)T come punto fisso di una opportuna funzione di iterazione
é(z) :IR* —IR™ data da

9(@) =2 - G(@)f(2), (4.30)
dove ¢ = <¢1a ¢27 L a¢n)Ta x = ("I;l’xZa v )-T'VL)Ta f = (fla f21 0.0 0] fn)T € G(CL‘)

& una matrice n X n non singolare in un dominio DCIR™ contenente o.
Si considerano quindi metodi iterativi della forma

2D — ¢(x(k)), k=0,1,..., (4.31)

per i quali si definisce 'ordine di convergenza come in 4.1 cambiando nella
Definizione 4.1.1 i valori assoluti in norme di vettori,

Se esistono continue le derivate prime delle funzioni ¢;, introducendo la
matrice jacobiana

dxy dxn
Sx)=| : . |, (4.32)
96y ... Odu

idxy Dt
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si pud generalizzare il Teorema 4.4.1 e dimostrare il seguente teorema di
convergenza locale.

Teorema 4.6.1 Se o é un punto fisso di ¢(x), condizione sufficiente per la
convergenza ad o del metodo (4.31) é che esistano due numeri positivi Ke
p, con K < 1, tali che si abbia

| ®(z) [< K, Vz € D, ={z ||z —all<p}; (4.33)
purché £© sia scelto in D,; in tal caso o e l'unico punto fisso di ¢ in D,.

Il Teorema 4.4.2 non pud essere direttamente esteso in IR"; tuttavia se
esistono continue le derivate seconde delle ¢;, si pud dimostrare che, se il
metodo (4.31) converge ad un punto fisso «, condizione sufficiente perché
converga linearmente e che sia '

P(a) #0.

Mentre, se ®(a) = O, la convergenza & almeno quadratica ed & esatta-
mente quadratica se risulta non nulla almeno una delle matrici hessiane

2%¢; 8%, S %¢;
Bx% Oz10z2 O0x10Tn
Hi{a) = : c : ,1=1,...,n.
3¢ 0% .. 0%
O0zn0z1 Ozndza 8z2 o

Per estendere il metodo di Newton al sistema non lineare (4.29), sup-
poniamo che le funzioni f; siano derivabili con continuita rispetto a ciascuna
variabile e che la matrice jacobiana

o1 Oxn
J@y=| + .
6m1 Ba:n

sia non singolare in un dominio contenente nel suo interno una soluzione o

del sistema (4.29).
Specializzando la funzione di iterazione (4.30) nella forma,

$(z) =2 — I (z)f(2),
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si ha il sistema z = z — J~'(z) f(x) equivalente a (4.29), da cui il metodo
iterativo di Newton o di Newton-Raphson

2RHD — k) J—l(x(k))f(x(’f)), k=0,1,....

Nell’uso pratico del metodo l'iterata 2*+1) si ricava dalla soluzione del siste-
ma lineare

J(z®)d® = —f(z®)), k=0,1,..., (4.34)

dove d®) = gk+1) _ (k).

Sull’ordine e sulla convergenza locale del metodo si ha il seguente teorema.

Teorema 4.6.2 Sia a € D soluzione di (4.29) e le funzioni f; siano della
classe C3(D) e tali che J(z) sia non singolare in D; allora Uordine di con-
vergenza del metodo di Newton ¢ almeno p =2 e si ha convergenza per ogni
scelta di z© in un opportuno dominio contenente c.

DIMOSTRAZIONE. Tenuto conto della forma della funzione di iterazione ¢, la
colonna, j-esima della matrice (4.32) risulta:

d¢ Oz Q 1,-

T 8—%_—596—3_[J 1(93)f($)]
Oz 1, Of(z) 8T Yz)
0T Hx) ) :

- Y50,

infatti i vettori % eJ _l(x)%f—a(f) coincidono con la j-esima colonna della matrice
7 J
identica. Ne segue che per z = a si ha

9¢ (9N =) e
<a—xj>z=a—‘<—3—mj—>z=af(a)—0, i=1,2,...,n,

®(a) = O, (4.35)

quindi e

cioé 'ordine di convergenza del metodo € almeno p = 2.

Dalla continuitd di ®(x) e dalla (4.35) segue infine, per un assegnato K < 1,
Pesistenza di un dominio D, = {z | || z — a ||< p} C D in cul vale la con-
dizione (4.33) e quindi il metodo converge vz® ¢ D,. ' O




Esempio

Determinare i punti di intersezione tra il cerchio z24y2 =

e |' iperbole xzy = 1 con 3 decimali esatti.

Soluzione
Si devono trovare i punti che annullano simultaneamente

le funzioni f(z,y) =22+ y2—3 e g(z,y) = zy S

Si tratta quindi di risolvere il sistema non lineare

A f(z,v)
glz,y)

Hw..T@wl@“O
xy—1=20

|

49



Separazione grafica:

z1 (red) and z2 (green) contour levels
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Le due funzioni hanno 4 punti di intersezione: 2 nel primo quadrante
e 2 nel terzo.

Ne segue che, detti &1 = (z1,y1) € & = (zp,y2) i punti di intersezione
nel primo quadrante, i rimanenti due sono:

¢3 = (—z1,—-y1) € & = (—z2,—Yy2).

Inoltre, se il punto di coordinate (z1,y;1) € uno zero sia di f che di g,
lo & anche il punto di coordinate (yq1,x1). Ne segue che

£o = (z0,92) = (y1,71).

Il punto & = (z1,y1) & contenuto in I; = [0, 1[x[1,+/3].

51



Si verifica facilmente che F(z,y) = [f(z,v), g(z,v)]T € C?(I1).
Inoltre

aNmﬂAH.u @v ==

_?Aﬁ@v?ng 4 H Ta mi
gz(z,y) gy(z,y) y x

e quindi

Tp(z,y)| =222~ 22 =0 — z°=y? & Nwhﬁnﬁf
2 bisellrici

= |Jp(z,y)|#0 in Ij.

Sono verificate le ipotesi di mo_o:nmc:;m_ del metodo di Newton
52
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Scegliendo il punto X0) = (zg,y0) = AMUMV come approssimazione
iniziale della soluzione si ha

f 1
L1 =Tp — T [ f(z0,v0) 9y(z0,y0) — 9(z0,v0) fy(zo,y0) ]
|Jr(z0, y0)|
! ] =
Y1 = Yo — [g(x0,v0) fz(z0,v0) — f(x0,¥0) 92(x0,Y0) ]
\ | Jr(x0,y0) | .
i 1 1 1 O 1 13 3 1 1 5
n=3+;1G+3-33- G315 =3+575
=
3 17/3 13 3 1 13
m=3+31GY+33)=3%5" %
1X® — x|, = maz A_m i m, v -W = m: = 0.125 > 0.5-10"3
8 2 38 2

m———

g

53

rA T /i
3 i



o = x1 — 0.00694 = 0.61806

ys = y1 — 0.00694 =1.61806

1X® — XD, = maz{|0.61806 — 0.625|,|1.61806 — 1.625|} = 0.00694 > 0.5 107>

z2 — 0.00003 = 0.61803

I3

y3 = y2 — 0.00003 = 1.61803

1X® —X@||o, = maz {|0.61803 — 0.61806/,|1.61803 — 1.61806|} = 0.00003 < 0.5-107°

54



Esercizio

Dato il sistema non lineare

22 4+ y? =

Yy — Sin Amav == \;
stabilire se il metodo di Newton & adatto ad approssimare la soluzione
(z,9) = (1,1).

Soluzione

E’' necessario determinare un opportuno intervallo I in cui la soluzione
(z,y) = (1,1) del sistema sia unica. Disegnando il grafico delle due
funzioni, limitandoci al primo quadrante, possiamo o.O:n_co_mS che [ =
[0,+/2] x [0,+/2] & un buon intervallo di separazione

55



Intersezioni

v
e 71 =()
1.54 22=0
> 1
0.5
% 05 1 /15 2\ %=1 = mﬂ,“&.ﬂ

X

Inoltre, le funzioni f(z,y) = 22+ y2—2 e g(z,y) =y — sin Awav sono

rum.w



C2(I), mentre la matrice Jacobiana

fe(z,y) fy(z,y) | _ 2z 2y

L] =K

Jrp(x,y) = gz(x,y) gy(z,y) mocmﬂmav 1

e tale che
|Jp(x,y)| = 2z + mycos AWHV #* 0
in un intorno opportuno del punto (1,1) contenuto in I; infatti,
|Jp(1,1)]=240>0.

Possiamo concludere che sono verificate le ipotesi di applicabilita del
metodo di Newton. |
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Metodo delle tangenti

In matematica, e in particolare in analisi numerica, il metodo delle tangenti, chiamato
anche metodo di Newton o metodo di Newton-Raphson, ¢ uno dei metodi per il calcolo
approssimato di una soluzione di un'equazione della forma f(z) = 0. Esso si applica dopo avere
determinato un intervallo [a, b] che contiene una sola radice.

Il metodo consiste nel sostituire alla curva
y= f(z) la tangente alla curva stessa, A
partendo da un qualsiasi punto; per
semplicitd si puo iniziare da uno dei due
punti che hanno come ascissa gli estremi
dell'intervallo [a, b] e assumere, come valore
approssimato della radice, l'ascissa del
punto in cui la tangente interseca I'asse delle
¢ internamente all'intervallo [a, b].

Procedendo in modo iterativo si dimostra che
la relazione di ricorrenza del metodo e

f(zn)

7 ?
f (w") Esempio di applicazione del metodo delle tangenti

“tang. 2°tang: B

Tptl — Tp —

che permette di determinare successive
approssimazioni della radice dell'equazione y = f(z) = 0. Con le ipotesi poste, si dimostra che la

successione delle &, converge alla radice piuttosto rapidamente.

Pitl in dettaglio, si dimostra che se f € C?(I) dove I & un opportuno intorno dello zero o con
f'(a) #0esexy € I, allora

1 &= Tp+1l f” (a)
n-—l}—.i-loo = T / ’
(o — zp) 2f' (@)

cioé la convergenza & quadratica (il numero di cifre significative approssimativamente raddoppia
ad ogni iterazione; mentre col metodo di bisezione cresce linearmente), benché locale (cioé non
vale per ogni I). Se invece la radice & multipla, cioé f'(a) = 0 allora la convergenza ¢ lineare (piu
lenta). Nella pratica, fissata la tolleranza di approssimazione consentita 7, il procedimento iterativo
si fa terminare quando |Zn 11 — ZTn| < T |Zny1]-

https://it.wikipedia.org/wiki/Metodo_delle_tangenti




14/10/25, 18:53 metodo di newton per sistemi non lineari - Cerca con Google

Il metodo di Newton (o Newton-Raphson) per sistemi non lineari & un algoritmo iterativo che
approssima la soluzione di un sistema di equazioni non lineari usando l'approssimazione lineare
locale di ogni equazione. La formula iterativa & , dove ¢ il vettore delle incognite, € il sistema di

equazioni, & la matrice Jacobiana del sistema e ‘@ l'inversa dello Jacobiano calcolata nel punto
. Questo metodo & noto per la sua convergenza quadratica quando I'approssimazione iniziale e

sufficientemente vicina alla soluzione.

https://www.go_ogle.com/search?q=metodo+di+‘newton+per+sistemi+non+|ineari&sca_esv=76b1 d1510d0b1bcc&source=hp&ei=tX_uaN7QN-3di-g... 11
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