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Prefazione

Quella che vi trovate tra le mani e la quarta versione di una selezione
di temi d’esame degli ultimi 10 anni assegnati al corso di Statistica e
Calcolo delle probabilita della Facolta di Ingegneria dell’Universita di
Bergamo. Quest’anno la raccolta si arricchisce di una prima parte che
copre gli argomenti di teoria della probabilita che si svolge a lezione. Il
testo costituisce quindi un utile strumento per completare la formazione
dello studente che sta preparando l'esame di Statistica e Calcolo delle
Probabilita.

Il motivo che mi ha indotto ad integrare la parte di esercizi con la
parte teorica ¢ stato quello di raccogliere in un’unico testo tutti gli argo-
menti che nel corso degli anni si sono rivelati come i piu utili in un corso
di statistica e calcolo delle probabilita nelle facolta di ingegneria. In que-
sto modo lo studente si ritrova poi gli argomenti teorici richiamati negli
esercizi direttamente nello stesso testo e questo ritengo sia un fattore di
estrema comodita.

Per quanto riguarda la parte degli esercizi, ho cercato di suddividere
gli esercizi per quanto possibile in argomenti omogenei. Si parte con gli
esercizi che riguardano la teoria elementare della probabilita e del calcolo
combinatorio. In questa sezione si trovano anche esercizi sugli schemi di
campionamento casuale. In seguito si trovano gli esercizi che riguardano
la nozione di probabilita condizionata e in cui si debbono applicare i
teoremi delle probabilita totali e di Bayes.

Gli esercizi sulle variabili causali sono suddivisi in esercizi sulle va-
riabili casuali discrete ed esercizi sulle variabili casuali continue. Anche
in questa sezione ho cercato di raggruppare gli esercizi in cui figurano le
stesse variabili casuali. Una sezione a parte ¢ dedicata invece ai vettori
aleatori.

La suddivisione fatta per gli esercizi non rende gli argomenti mutual-
mente esclusivi in quanto i temi d’esame, per loro natura, spaziano di
solito tra piu argomenti svolti all’interno del corso. Quindi, un esercizio
che si trovi in una sezione potrebbe trovarsi in una o piu altre sezioni del-
la classificazione effettuata, e il fatto che si trovi proprio in quella scelta



e per lo piu dovuto ad un criterio di scelta personale (non casuale!)

La probabilita che vi siano ancora errori nel testo ¢ molto elevata
(direi che si tratta di un evento “quasi certo). Invito gli studenti pin
attenti a non farsi scappare 1'occasione di segnalarmeli: renderanno un
sicuro aiuto alle generazioni di studenti che verranno. In particolare
debbo ringraziare i numerosi studenti che nel corso dei ricevimenti degli
ultimi tre anni mi hanno segnalato numerosi errori di testo e non solo
solo.

Dalmine, febbraio 2003.
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indica che la variabile casuale X ha
per distribuzione di probabilita la
Legge con i parametri indicati.

v.c Normale di media p e varianza o2
v.c. di Bernoulli.

v.c Binomiale.

v.c. Normale standard, cioe Z~N(0,1).
funzione di ripartizione di Z.

v.c. Ipergeometrica di parametri.

v.c. di Poisson con parametro.

v.c Uniforme.

v.c. Gamma di parametri.

v.c. Esponenziale.

v.c. Chi-quadrato con k gradi di liberta.
v.c. Beta.

v.c. Geometrica.

valore medio o valore atteso.
probabilita.

numero di permutazioni di n oggetti

in cui vi sono r coincidenze.

numero di modi in cui si possono
assegnare n oggetti distinti ad M celle
distinguibili, in modo che nessuna
rimanga vuota.

numero di Stirling di classe M e n.
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che nessuna rimanga vuota.

la funzione indicatrice di un insieme A.
¢ definita da
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Capitolo 1

Teoria della probabilita

1.1 La probabilita

Un esperimento il cui esito non ¢ deterministico, ma che possiede una
certa regolarita, ad esempio data da un certa frequenza dei possibili ri-
sultati, e detto aleatorio. Tali esperimenti sono molto piu frequenti di
quanto non si possa credere. Si pensi al numero di clienti che entrano in
una filiale di una banca, in una certa ora, il tipo di ferita riportata dal
prossimo ricoverato al pronto soccorso, il prezzo di un titolo della borsa
di Milano tra tre settimane. Questi sono solo alcuni esempi in cui 'esito
dell’esperimento puo essere diverso e non noto a priori. Ogni volta che ci
troviamo di fronte ad un problema concreto il primo passo consiste nella
costruzione di un modello adeguato in grado di descrivere tutti i possibili
esiti dell’esperimento che stiamo analizzando. Assegnare una probabi-
lita agli esiti possibili costituisce il secondo passo della modellazione del
problema. La probabilita ci fornisce delle informazioni riguardo il possi-
bile esito di un esperimento aleatorio. Poiché gli esperimenti aleatori con
cui avremo a che fare sono numerosi introduciamo un formalismo che ci
permetta di descriverli tutti.

Definizione 1.1. L’insieme di tutti i possibili esiti di un esperimento
aleatorio é detto spazio campionario ed ¢ denotato con 2. Gli elementi
di €2 sono chiamati eventi elementari e denotati con w.
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Esempio 1.2. Nell’esperimento che consiste nel lancio di una moneta i
possibili esiti sono T, esce testa, e C', esce croce. Lo spazio €2 e quindi

O=1{T,0C.

Esempio 1.3. Nell’esperimento che consiste nel lancio di due monete i
possibili esiti sono TT', TC, C'T, CC, dove la prima lettera sta per I’esito
del primo lancio e la seconda per 'esito al secondo lancio. Lo spazio €2 e
quindi

Q={TT,TC,CT,CC}.

Esercizio 1.4. Provare a fornire lo spazio campionario per gli esperi-
menti descritti sopra. Nel caso di un esperimento che consiste nel lancio
di 1000 monete descrivere §2. Descrivere [’evento elementare in cui in
tutts i lanci pari si presenti testa.

Nel caso del numero di clienti che entrano in una filiale della banca in un
ora possiamo identificare {2 con 'insieme dei numeri interi compreso lo

zero. Vale a dire
Q={w:w=0,1,2,...}.

Nel caso del tipo di ferita riportata dal prossimo ricoverato al pronto
soccorso, {) e costituito da tutti i tipi di ferite codificate in qualche modo.
Nel caso del prezzo di un titolo della borsa di Milano tra tre settimane,
Q) e costituito da tutti i numeri reali positivo o uguali a zero. Per quanto
riguarda l’esperimento del lancio di 1000 monete, identifichiamo con 0
I’evento esce testa e con 1 I’evento esce croce. Lo spazio {2 consiste in
tutte le sequenze di 0 e 1 lunghe 1000. Se indichiamo con k; I'esito dell’:-
esimo lancio, con 7 = 1,...,1000 e k; = 0 se all’i-esimo lancio esce testa
e k; = 1 se all’i-esimo lancio esce croce, possiamo scrivere €2 in questo
modo:

Q:{w:(kﬁl,kﬁg,...,k’i,...,kloog)Zkizo,l}.

Si noti che la cardinalita di questo insieme, (cioe il numero di elementi
da cui & composto) ¢ 219, I’evento elementare in cui in tutti i lanci pari
si e verificato testa e

weN:ky, =0, n=1,...,500.
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Si noti che nelle posizioni dispari ci puo essere sia 0 che 1.

Di fronte ad un esperimento aleatorio abbiamo almeno una certez-
za: almeno uno degli esiti facenti parte dello spazio campionario si deve
realizzare. Non potendo sapere con certezza quale sara ’esito dell’esperi-
mento vorremmo almeno conoscere la probabilita con cui dei particolari
sottoinsiemi di esiti si possono verificare. Tali sottoinsiemi sono detti
eventi e sono di solito indicati con le lettere maiuscole A, E e altre, op-
pure, come nella terminologia insiemistica, enunciando la proprieta che
descrive I'insieme. In generale, a seconda della forma di €2, non tutti i
sottoinsiemi di €2 hanno il diritto di chiamarsi eventi. Questo puo appari-
re innaturale ma ¢ dovuto ad un problema tecnico legato alla definizione
di probabilita come misura in senso analitico. Ad ogni modo gli eventi
a cui dovremo rinunciare saranno non importanti per i nostri scopi. Piu
formalmente vediamo quali sono i sottoinsiemi che possiamo considerare
eventi.

Definizione 1.5. La famiglia A di insiemi di sottoinsiemi di ) tale che
i) Qe A;
i) se A€ A, allora A € A;
iii) se Ay, Ay, ... € A, allora ;’:Of A; € A,
¢ detta famiglia degli eventi di Q1

Non ci soffermiamo sulle proprieta che deve avere A, ma teniamo
presente che nel caso lo spazio campionario {2 sia finito o numerabile,
I'insieme A usualmente contiene tutti i sottoinsiemi di €2, nel caso in cui €2
sia I'insieme dei numeri reali A usualmente contiene tutti gli intervalli e le
unioni, finite ed infinite, di intervalli (si pensi ad esempio all’esperimento
consistente nel tempo di attesa di un cliente ad una fila in cui I'esito
dell’esperimento puo essere un qualunque numero ¢ > 0).

Da un altro punto di vista possiamo osservare che quando fissiamo un
evento A al quale siamo interessati, il realizzarsi o il non realizzarsi di A

1Una tale classe di sottoinsiemi di © & detta sigma algebra.
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dipende da tutta una serie di circostanze e che tutte queste circostanze
possono essere viste come la struttura dell’esperimento. Il risultato del-
I’esperimento e detto realizzazione dell’esperimento e puo oppure no fare
parte di A. Noi non possiamo in generale prevedere con certezza 1’esito
di un esperimento ma possiamo solo fare due cose, per altro importantis-
sime: elencare le possibili realizzazioni di un esperimento e dire con che
probabilita si possono realizzare tali esiti. La probabilita e una funzione
che assegna ad ogni evento un numero compreso tra 0 e 1, in modo tale
che piu la probabilita dell’evento e alta piu siamo indotti a credere che
I’evento si realizzi. La probabilita gode di alcune proprieta che, se pos-
sono apparire bizzarre ad una prima e formale lettura, hanno invece un
immediata e naturale interpretazione pratica. Veniamo alla definizione.

Definizione 1.6. La probabilita ¢ una funzione P che deve soddisfare le
sequenti proprieta per ogni evento E € A:

i) 0<P(E) <1,
i) P(0) =0 e P(Q) = 1;

ii1) per ogni successione Fy, Es, ... di eventi disgiunti

P <G E) = iP(Ei).

Le condizioni imposte alla probabilita sono dovute al fatto che trat-
tando gli eventi come insiemi devono essere possibili le varie operazioni
insiemistiche.

La scelta dello spazio degli eventi elementari, o spazio campionario,
Q) risulta quindi il primo passo nel formulare un modello probabilisti-
co per 'esperimento che si sta considerando. In secondo luogo, accanto
al concetto di spazio campionario, vi ¢ quello di evento che puo essere
considerato come un particolare sottoinsieme dello spazio campionario.
Questo perché in genere lo sperimentatore (cioé noi) e interessato non
tanto al fatto se si € avuta una particolare realizzazione dell’esperimento,
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ma piuttosto se quella realizzazione appartiene ad un determinato insie-
me di realizzazioni. L’ulteriore passo ¢ quello di assegnare ad ogni evento
un peso che e chiamato probabilita.

Ricapitolando quanto descritto fin qui, quando dobbiamo descrivere
o modellare un esperimento non deterministico ma casuale, tre sono le
quantita da ben definire. Prima di tutto uno spazio 2 che descriva tutti
i possibili esiti dell’esperimento, detto spazio degli eventi elementari o
spazio campionario. In secondo luogo una classe di sottoinsiemi di €2,
indicata con A, che contenga tutti gli eventi compatibili con la struttura
di €2, ai quali sia possibile associare una probabilita di realizzarsi. Infine,
ma non ultima per importanza, una probabilita P, in grado di quantifi-
care con un peso, la probabilita che ogni evento di A ha di realizzarsi.
La tripletta (Q,A, P) & detta spazio di probabilita.

1.2 Schemi di campionamento

In questa sezione descriveremo alcuni spazi degli eventi che descrivono
esperimenti molto importanti nelle applicazioni. Con il termine cam-
pionamento si intende 'operazione di estrazione di un certo numero di
palline da un’urna. Il risultato dell’estrazione ¢ detto campione. L’insie-
me di tutti i possibili campioni costituisce lo spazio campionario. Diversi
esperimenti casuali possono dare come esito uno stesso tipo di campio-
namento. In questa sezione ci proponiamo di catalogare I'insieme degli
esiti di alcuni diversi tipi di esperimenti casuali. Gli esperimenti consi-
stono nell’estrazione di n palline da un’urna che contiene M palline. Essi
si distinguono prima di tutto per il modo in cui possono essere estratte
le palline e in secondo luogo per I'importanza o meno data all’ordine in
cui sono estratte. L’utilizzo del modello costituito dall'urna e dalle pal-
line e fatto solo per semplicita. Come vedremo nelle applicazioni e negli
esercizi, tale modello puo essere visto come 1’esemplificazione di modelli
assai piu complessi. Il problema della costruzione di 2 per questi espe-
rimenti si riduce quindi a cercare di dare una risposta alla domanda: in
quanti modi si possono estrarre n palline da un’urna che ne contiene M
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distinte? Come abbiamo gia accennato il numero di modi diversi in cui
si possono estrarre le palline dipende da due fattori che caratterizzano
I’esperimento casuale:

1. Si ripone nell’'urna la pallina estratta prima dell’estrazione succes-
siva?

2. Ha importanza ’ordine con cui le palline sono estratte?

A seconda delle risposte date alle due domande precedenti si distinguono
4 tipi diversi di schema di campionamento.

Si suppone che le M palline contenute nell’'urna siano contraddistinte
dai numeri 1,2,..., M. Un campione di lunghezza n estratto dall'urna
puo essere indicato come (aq, as, . . ., a,), dove ciascun a; peri = 1,2,...n
puo assumere valori nell’insieme {1,2,..., M} e rappresenta il valore del-
la i-esima estrazione. Il numero delle n-uple (aj,as,...,a,) diverse che
si possono formare dipende dalle risposte che si danno ai due ultimi que-
siti. Ad esempio una possibile realizzazione nel gioco del totocalcio puo
essere vista come un campione ottenuto estraendo 13 palline da un’ur-
na che ne contiene 3, riponendo nell’urna la pallina prima di procedere
all’estrazione successiva e dando importanza all’ordine con cui le 13 pal-
line sono estratte. Nel seguito si analizzano i quattro schemi diversi di

campionamento.
Primo caso. FEstrazione con riposizione e si da importanza all’ordine. In
questo caso due campioni (ay,as, ..., a,) e (b, by, ..., b,) sono diversi se

almeno un valore assunto dalle g; ¢ diverso dal valore assunto da una delle
b;, oppure quando questi sono tutti uguali ma cambia l'ordine con cui
compaiono nella n-upla. Per contare quanti campioni diversi si possono
formare si ragiona nel modo seguente. Nella prima estrazione la pallina
puo essere scelta in M modi diversi. Nella seconda estrazione, poiché
la pallina estratta viene rimessa nell'urna, questa puo essere scelta di
nuovo in M modi diversi. Per ognuno dei modi in cui ¢ estratta la prima
pallina vi sono M modi possibili di estrarre la seconda pallina, quindi
in totale M? modi di estrarre due palline. In generale se si effettuano n
estrazioni si avranno M" modi diversi di estrarre le n palline. Il numero di
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campioni ottenuti € anche detto disposizioni con ripetizione. Ad esempio
le combinazioni possibili al gioco del totocalcio sono 3!3 = 1594323. In
questo caso le palline nell’'urna sono M = 3 e sono fatte n = 13 estrazioni.
Due campioni differiscono se nelle tredicine vi ¢ almeno un simbolo in una
posizione diversa. Si noti che in questo schema di campionamento si puo
avere M <n.

Secondo caso. Fstrazione senza riposizione e st da importanza all’or-
dine. Per contare quanti campioni si possono formare si osserva che la
prima estrazione puo essere fatta in M modi. La seconda puo essere
fatta in M — 1 modi in quanto la pallina scelta alla prima estrazione non
viene rimessa nell'urna. Per ogni scelta della prima pallina vi sono quindi
M — 1 scelte della seconda. In totale le prime due scelte possono essere
effettuate in M - (M — 1) modi. I casi possibili se si eseguono n estrazioni
sono quindi M - (M —1)-...- (M —n+1). Il numero di campioni ottenuti
e detto disposizioni semplici. Introduciamo la notazione fattoriale dove
con k! per k intero e maggiore di zero di intende il prodotto di tutti gli
interi da k fino a 1. Si assume per definizione che 0! = 1. Allora il numero
di casi possibili puo essere scritto come

M!
(M —n)!"

Quanti numeri di sei cifre tutte diverse si possono formare? Si tratta
di contare il numero dei campioni diversi che si ottengono facendo sei
estrazioni senza riposizione in un’urna che contiene 10 palline. Chia-
ramente in questo tipo di esperimento ha importanza 'ordine con cui
vengono estratte le palline in quanto un numero in una posizione assume
un significato ben preciso. I casi possibili sono 10-9-...-5 = 151200.
In quanti modi possibili si possono ordinare 12 persone diverse? Ogni
ordine possibile corrisponde ad effettuare 12 estrazioni da un’urna con-
tenente 12 palline in questo schema di campionamento. I casi possibili
sono 12! = 479001600.

Terzo caso. Estrazione senza riposizione e non ha importanza [’ordine.
Per contare i campioni possibili in questo caso facciamo la seguente os-
servazione. Due campioni dello schema precedente, che differiscano solo
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per l'ordine delle palline estratte ma non per le palline estratte, sono lo
stesso campione in questo schema. Per ogni estrazione di n palline di-
verse vi sono n! modi di ordinare queste n palline. I campioni ottenuti
in questo modo rappresentano un unico campione per questo schema. I
casi possibili sono dunque

M- (M-1)-...- (M —n+1)
n!

In pratica si applica quella che viene detta regola del pastore: per sapere
quante pecore vi sono nel gregge si contano prima le zampe e poi si divide
per quattro. Il numero di campioni ottenuto in questo schema prende
il nome di combinazioni semplici. Per indicare il numero di campioni
ottenuto con questo schema si utilizza la seguente scrittura:

(M):M~(M—1)-...~(M—n+1) M!

n n! (M —n)n!

La quantita (A,f) viene anche detta coefficiente binomiale. Ad esempio si
supponga di voler sapere quante cinquine si possono formare nel gioco
del Lotto. In questo caso si devono contare i campioni possibili ottenuti
facendo 5 estrazioni senza riposizione da urna che contiene 90 palline. 1
casi possibili sono (950) = 43949268.

Quarto caso. Estrazione con riposizione e non ha importanza [’ordine.
Si supponga di identificare le M palline contenute nell’'urna con M — 1
barre che dividono M celle (la prima e I'ultima cella non hanno la parete
a sinistra e rispettivamente a destra).

12| - [M — 1| M

L’estrazione di n palline nello schema dell’urna con riposizione e senza
dare importanza all’ordine, corrisponde all’assegnazione di n oggetti in-
distinguibili (chiamiamoli asterischi) alle M celle senza esclusione (cioe
ogni cella pud contenere piu asterischi). Ad esempio se si devono fare
n = 4 estrazioni, da un’urna che contiene M = 7 palline, una possibile
assegnazione potrebbe essere

1|2 * |3]4 * x| 5|6]7x
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ORDINATI | NON ORDINATI

CON RIPOSIZIONE M )
SENZA RIPOSIZIONE | M ()

Tabella 1.1: Numero di campioni elementari nei differenti schemi di
campionamento.

che corrisponde al campione (2,4, 4,7). Se pensiamo agli M —1 bastoncini
e agli n asterischi come ad M — 1 + n oggetti diversi, ogni configurazio-
ne corrisponde ad una permutazione di questi oggetti. Ci sono quindi
(M — 1+ n)! configurazioni possibili. Due permutazioni di questo tipo
corrispondono allo stesso campione nello schema che si sta considerando,
quando, fissate le posizioni e i valori degli asterischi, si permutano gli
M — 1 bastoncini. In modo analogo due permutazioni in cui sono fissate
le posizioni dei bastoncini rappresentano lo stesso campione quando si
permutano gli asterischi. In definitiva i casi possibili sono

n

(%\4__1;;!;)! _ (M -1 +n).

Il numero di tali campioni e detto combinazioni con ripetizione. Ad
esempio quante tessere diverse del domino si possono formare? Tante
quante il numero di estrazioni diverse che si possono effettuare estraendo
due palline con riposizione da un’urna che ne contiene sei. I casi possibili
sono (6_5“) = 21.

Per i quattro schemi considerati abbiamo costruito lo spazio €2 degli
eventi elementari. Il numero di elementi che appartengono ad €2 nei quat-
tro schemi e riassunto nella tabella 1.1. Se si vuole calcolare la probabilita
di un particolare evento in uno di questi schemi di campionamento si puo

supporre che ciascun evento elementare sia equiprobabile. Con l'ipote-
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si fatta la probabilita degli eventi si puo calcolare come numero di casi
favorevoli all’evento fratto numero dei casi possibili.

Esempio 1.7. Calcolare la probabilita di fare ambo avendo giocato 2
numert su una ruota del Lotto.

In questo caso i casi possibili sono (950) = 43949268. Mentre i casi
favorevoli sono (838) = 109736. Infatti le cinquine favorevoli sono quelle
che contengono i due numeri giocati e altri tre numeri qualunque scelti

tra gli 88 rimasti. La probabilita richiesta ¢ pertanto p = 0.0025.

Quindi per considerare equo il gioco del Lotto una vincita ottenuta
con 'ambo dovrebbe essere pagata circa 500 volte non le 50 attuali!

1.2.1 Schemi di campionamento duale

Se identifichiamo le M palline nell’'urna con M celle distinte e le n estra-
zioni con ’assegnazione di n oggetti alle M celle abbiamo quello che si
chiama campionamento duale. In questo caso dobbiamo contare in quan-
ti modi e possibile assegnare n oggetti alle M celle. Il numero di modi
dipende, anche in questo caso, da due fattori. Il primo fattore e se si
permette ad una cella di contenere piu di un oggetto (si parla in que-
sto caso di assegnazioni senza esclusione). Il secondo fattore consiste nel
considerare distinti o meno gli oggetti. Si parla di campionamento duale
perché in questi schemi ritroviamo i casi gia considerati. Precisamente
un campione in uno di questi schemi ¢ una n-upla (ai, as,...,a,) dove
ciascun a; indica la cella dove e stato assegnato I'oggetto i-esimo. Il fatto
che in una cella non vi possa essere piu di un’assegnazione corrisponde
al caso di estrazione senza reimmissione (non si poteva avere lo stesso
numero di pallina in un campione). Il fatto che si dia importanza al-
I'ordine corrisponde al fatto che gli oggetti siano distinti. Ad esempio
nell’assegnare due oggetti distinti a tre celle il campione (3,2) e diverso
dal campione (2,3). Il primo campione indica che il primo oggetto &
stato assegnato alla cella 3 e il secondo oggetto alla cella 2. Nel secondo
campione l'assegnazione e stata inversa. Se pero gli oggetti che si asse-
gnano sono indistinguibili i due campioni sono da considerarsi un unico
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DISTINTI | NON DISTINTI

SENZA ESCLUSIONE M (M
CON ESCLUSIONE s (%)

Tabella 1.2: Numero di campioni elementari nei differenti schemi di
campionamento duale.

campione che informa che un oggetto e stato assegnato alla cella 2 e un
altro oggetto alla cella 3. Il numero di campioni che si possono ottenere
sono quindi riassunti nella tabella 1.2.

1.3 Proprieta della probabilita

Dagli assiomi della probabilita si ricavano alcune importanti proprieta.
Considerati due eventi A, B € A. Allora

1. Se AN B =) allora P(AU B) = P(A) + P(B);
2. P(A°) = 1 — P(A);

3. P(B\A) = P(BN A°) = P(B) — P(A);

4. P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B);

5. Se A C B allora P(A) < P(B).

Dimostrazione. La prima relazione si dimostra osservando che AU B =
AUBUQUD.... Gl insiemi sono tutti disgiunti e quindi per la terza
proprieta che deve soddisfare la probabilita si ricava

P(AUB)=P(AUBUQUD..)=PA)+P(B)+0+0+...,
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da cui la relazione cercata. Per dimostrare la seconda relazione si puo
scrivere 2 = AU A° e quindi per la prima proprieta della probabilita:

P(AU A9 = P(Q) = 1.

Inoltre vale che AN A° = () e quindi per la proprieta 1 appena dimostrata
vale che

P(AU A) = P(A) + P(A°)

Dalle due relazioni si ricava la tesi. Per dimostrare la terza proprieta
scriviamo B = (BN A) U (BN A€) dove gli insiemi BN A e BN A€ sono
disgiunti. Allora si puo scrivere

P(B) = P(BN A) + P(B N A°).

Riordinando si ottiene la tesi. Si osservi che se A C B allora si deduce
che P(B\A) = P(B)—P(A). La quarta proprieta si dimostra osservando
che AUB = AU (BN A°). Allora, poiché A e BN A° sono disgiunti, si
ha

P(AUB)=P(A)+P(BNA°) =P(A)+P(B) —P(BUA),

dove I'ultima uguaglianza segue dalla proprieta tre appena dimostrata.
Infine se A C B allora AN B = A. Quindi per la terza proprieta si ha

0 < P(BN A% = P(B) — P(A),

da cul la relazione cercata. O

1.3.1 Principio di inclusione ed esclusione

Sia (2,.A,P) uno spazio di probabilita. Il principio di inclusione ed
esclusione permette di calcolare la probabilita dell'unione di n eventi.

Teorema 1.8. Data una successione di eventi qualsiasi Ay, Ao, ..., per
ogni n > 1 wvale la sequente relazione

P (O AZ) = ZH:P(Ai) =Y PANA) +... 4 (=)"'P(AN. Ay
i=1 i=1 i<k (11)
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Dimostrazione. La dimostrazione viene fatta col principio di induzione.
Dimostriamo la relazione per n = 2. Dobbiamo dimostrare che

P(A; U Ay) = P(A)) + P(Ay) — P(A; N Ay).

Possiamo scrivere A; U Ay = (A3 N AS) U (A N Ag) U (A U As), dove i
tre insiemi sono disgiunti. Vale quindi

+ P(Al N Ag) — P(Al N Ag)
P(A;) +P(A) —P(A1 N Ay).

Supponiamo vera la relazione per n, cio¢ valga la (1.1), dimostriamo la
relazione per n + 1. Possiamo scrivere

n+1 n
P (U A,) =P <UAZ~ UAnH) .
=1 i=1

Applichiamo ora il principio di inclusione ed esclusione con n = 2 agli
insiemi |J;_; 4; ¢ An41. Abbiamo quindi

o () - (094 s pir- e (a5

i=1 i=1

Per I'ipotesi di induzione il principio vale per n. Quindi applichiamo il
principio agli n insiemi A; N A, 1. Abbiamo

P <O(A,- N An+1)> - zn: P(A; N Ansr)

1=1 =1
=) P((AiN Apir) N (AN Apay)) + ..
i<k

+. ()P ((AINA )N . N (AN A)).

Applicando il principio anche al primo termine del secondo membro della
(1.2) e unendo i risultati abbiamo la tesi. O
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Il principio di inclusione ed esclusione e utilissimo nelle applicazioni.
Una delle applicazioni pitt note ¢ quella che porta il nome di segretaria
matta. Il problema e il seguente. Una segretaria deve inserire n lettere
intestate in n buste con la stessa intestazione. Se la segretaria assegna
a caso le lettere alle buste quale e la probabilita che nessuna lettera sia
nella busta giusta? In primo luogo contiamo i casi possibili, ovvero de-
scriviamo lo spazio campionario. Si tratta di assegnare n oggetti distinti
(le lettere) in n celle distinte (le buste) con esclusione (non piu di un
oggetto per cella). I casi possibili sono dunque n! cio¢ le permutazioni
di n oggetti. Indichiamo con (ay,...a,) una tale permutazione. Per cal-
colare la probabilita richiesta devo valutare quante sono le permutazioni
tali che a; # i per ogni ¢ = 1,...n. Se indichiamo con C(r,n) il numero
di permutazioni di n oggetti che hanno esattamente r corrispondenze,
vale a dire a; = ¢ per r valori distinti di ¢, la probabilita richiesta e data
da C(0,n)/n!, vale a dire: numero di casi favorevole C(0,n) diviso per
il numero dei casi possibili, n!. Consideriamo nello spazio 2 di tutte le
permutazioni gli eventi A; = {permutazioni : a; = j}. Dobbiamo quindi
calcolare C(0,n). Allora e chiaro che 'evento di cui dobbiamo calcolare
la probabilita ¢ (), A¢. Ma del resto

1e)-(0)

Con l'ausilio del principio di inclusione ed esclusione calcoliamo la proba-
bilita dell'unione degli insiemi A;. Calcoliamo con ordine P(A;) per ogni
i. Si tratta di fare il rapporto tra il numero di casi favorevoli all’even-
to A;, cioe le permutazioni che hanno esattamente una corrispondenza,
C(1,n), e nl, i casi possibili. I casi favorevoli sono (n — 1)!, tante quante
le permutazioni degli n — 1 oggetti che non sono fissati. Le probabilita di
questo tipo che devo calcolare sono esattamente n, cioe P(A;), P(A,),

.., P(A,). Veniamo al calcolo delle probabilita del tipo P(Ag, N Ag,). I
casi favorevoli per questo tipo di evento sono (n — 2)!. Il numero di pro-
babilita di questo tipo sono (g), cioe il numero di modi in cui si possono
scegliere le coppie k1 e ko tra gli n insiemi disponibili. Si prosegue in
questo modo fino al calcolo di P(A4;N...NA4,). In questo caso abbiamo
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un solo caso favorevole. La probabilita cercata e dunque

- 11 1 & 1
P(ﬂA§>: —(1—5+§+...(—)n E):Z(_)kﬁ

=1 k=0

Se indichiamo con p(r,n) la probabilita che in una permutazione di n
oggetti vi siano r corrispondenze abbiamo che

C(r, n)

n!

p(r,n) =

Si puo dimostrare che p(0,n), la probabilita che non vi sia alcuna corri-
spondenza tende, al crescere di n al valore e=! = 0.3679. Al crescere del
numero di buste quindi la probabilita di non indovinare nessuna assegna-
zione si assesta intorno al valore 0.37. Concludiamo la sezione calcolando
il numero di permutazioni che hanno esattamente r coincidenze, vale a
dire C'(r,n), numero utile in molte applicazioni. Tali permutazioni hanno
esattamente n — r cifre con nessuna coincidenza. Quindi fissate le r cifre
che formano le coincidenze, vi sono C'(0,n — r) permutazioni che hanno
le altre n — r cifre senza alcuna coincidenza. Infine vi sono (:f) modi di
scegliere le r cifre che formano le coincidenze. In conclusione

C(r,n) = C(0,n — 1) (:f)

Nella tabella 1.3 si riportano i valori delle corrispondenze per diversi
valori di r e di n.



24 CAPITOLO 1. TEORIA DELLA PROBABILITA

nil 2 3 4 5 6 7 8
=00 1 2 9 44 265 1854 14833

111 0 3 8 45 264 1855 14832

2 1 0 6 20 135 924 7420

3 1 0 10 40 315 2464

4 1 0 15 70 630

) 1 0 21 112

6 1 0 28

7 1 0

8 1

nl |1 2 6 24 120 720 5040 40320

Tabella 1.3: Numero di coincidenze C(r,n) in permutazioni di n oggetti.

1.4 Probabilita condizionata

Uno dei concetti piu utili in teoria delle probabilita ¢ il concetto di proba-
bilita condizionata. Da un lato perché spesso siamo interessati a calcolare
la probabilita di certi eventi quando gia disponiamo di una parziale in-
formazione. In questo senso il calcolo della probabilita e condizionato. In
secondo luogo perché a volte per calcolare la probabilita di alcuni eventi
¢ utile condizionare rispetto ad altri.

Definizione 1.9. Dati due eventi A e B tali che P(B) > 0, la quantita
P(ANB)
P(B)

si chiama probabilita condizionata di A dato B.

P(A|B) =

La funzione P(:|B) & una probabilita su €. Intuitivamente possiamo
pensare di avere ristretto lo spazio campionario all’insieme B e relativa-
mente al suo realizzarsi andiamo a calcolare le probabilita degli altri even-
ti. Dalla definizione di probabilita condizionata si ricava un’importante
regola di calcolo. Dati due eventi A e B si ha:

P(AN B) = P(A|B)P(B). (1.3)
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Questa relazione, a differenza di quella della definizione, vale anche se
P(B) = 0. La (1.3) si generalizza al caso di pit di due eventi:

P(ANBNC)=P(ABNC)P(B|C)P(C). (1.4)

Infatti: P(ANBNC) = PABNC)P(BNC). Ma P(BNC) =
P(B|C)P(C), da cui la (1.4). In modo analogo la si dimostra per un
numero maggiore di 3 eventi. Vale a dire, vale la seguente formula

PAN...NA,) =P(A1|A2n...NA,)P(As]AsN...NA,) ...
.. P(A, 1]A,)P(A,).

Il seguente teorema illustra una proprieta che useremo spesso. Premet-
tiamo la seguente definizione.

Definizione 1.10. La successione di eventi (finita o infinita) Ay, As, . ..
tali che

1. AinAj =0 per ogni i # j;
¢ detta una partizione di €.

Teorema 1.11. (Teorema delle probabilita totali). Siano Aj, As, ...
eventi che formano una partizione per ). Allora per ogni evento B

P(B) = > P(BIA)P(4).

Dimostrazione. L’evento B puo essere riscritto come B = | J,(4;NB). Gli
eventi (A; N B) sono a due a due disgiunti. Per la numerabile additivita
della probabilita possiamo scrivere P(B) = > . P(A;NB). Per definizione
di probabilita condizionata si puo scrivere P(A; N B) = P(B|A4;)P(4;) e
quindi la tesi. O
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Il teorema ci dice che I'evento B puo verificarsi solo in concomitanza
con qualche A;. Inoltre la formula del teorema, nota come formula delle
probabilita totali, e utile perché il calcolo delle probabilita condizionate
¢ a volte pit semplice del calcolo diretto di P(A).

Esempio 1.12. Una compagnia di assicurazione ha diviso i suoi assicu-
rati in due categorie. Nella prima categoria vi sono i soggetti pit propensi
ad avere incidenti, nella seconda quelli meno propensi. Denotiamo con
H, e H, rispettivamente gli eventi, “il cliente appartenga alla categoria
1—esima, con ¢ = 1,2. La proporzione di clienti nelle due categorie rispet-
to alla popolazione totale sta nel rapporto di 1 : 5. Questa informazione
porta a valutare P(Hy) = ¢ e P(H,) = 2. Supponiamo che nella pri-
ma categoria la probabilita di avere almeno un incidente in un anno sia
0.6 mentre nella seconda 0.06. Supponiamo che per un cliente di una
qualunque delle due categorie, I’avere un incidente in un certo anno sia
indipendente dall’averlo gli anni successivi e sia indipendente dalla cate-
goria a cui appartiene. La probabilita che un cliente dell’assicurazione
scelto a caso abbia un incidente nel corso di un anno (evento A;) e, per
il teorema delle probabilita totali

P(Al) - P(A1|H1)P(H1) + P(A1’H2)P(H2>,
Tale probabilita vale
1 )

Denotiamo con A, ’evento corrispondente al fatto che un cliente abbia un
incidente il secondo anno. La probabilita che un cliente abbia incidenti
per due anni di seguito (evento A; N Ay) &

P(A; N Ay) = P(A; N Ay|H)P(H,) + P(A; N Ay| Ho)P(Hy).

Tale probabilita vale

1
P(A; N Ay) = (0.6)*- st (0.06)* - g = 0.063.
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Andiamo ora a calcolare la probabilita che un cliente abbia un incidente
I’anno successivo dato che ne ha gia avuto uno I’anno corrente. Si tratta
di calcolare

P(A;NA4y)  0.063
P(A;)  0.15

P(As)Ay) = = 0.42.

Si noti la differenza tra P(A; N Ay) e P(A3]A;). La seconda tiene conto
dell’informazione che I'anno prima il cliente ha avuto un incidente, la
prima no.

Il teorema seguente fornisce uno strumento molto utile per calcolare
la probabilita condizionata di alcuni eventi.

Teorema 1.13. (Teorema di Bayes). Siano Ay, As, ... degli eventi che
formano una partizione dell’insieme Q tali che P(A;) > 0 e sia B,
P(B) > 0, un qualunque altro evento. Allora per ognii = 1,2,..., vale
la sequente formula:

P(B|A:)P(4)
7 P(B|A)P(A))

P(Ai|B) =

Dimostrazione. Dalla definizione di probabilita condizionata si ha

P(A,N B)

Il numeratore si puo riscrivere come P(A; N B) = P(B|A4;)P(4;). 1
denominatore, per il teorema delle probabilita totali, diventa

P(B) = io P(4;NB) = io P(B|A,)P(A,),

dove I'ultima uguaglianza segue dalla definizione di probabilita condizio-
nata. [

Esempio 1.14. Riprendiamo l’esempio 1.12. Calcoliamo la probabi-
lita che, dato che un assicurato ha avuto un incidente, questo provenga
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dal gruppo dei clienti propensi ad avere incidenti. Dobbiamo calcolare
P(H,|A), dove abbiamo indicato con A I’evento corrispondente all’avere
un incidente. Con la formula di Bayes otteniamo:

P(A|H,)P(Hy) 0.6-1

PU]4) = P(A|H,)P(H,) + P(A|H,)P(H,) 0.1.56 = 06667

1.5 Indipendenza

In generale la probabilita condizionata P(A|B) non ¢ uguale alla proba-
bilita non condizionata P(A). Quando invece tali probabilita coincidono
possiamo concludere che la realizzazione dell’evento B non ha conseguen-
ze sulla realizzazione dell’evento A. In questo caso si dice che 'evento A
¢ indipendente dall’evento B. Dalla (1.3) si ricava quindi

P(ANB) = P(A)P(B).

Questa relazione ¢ simmetrica rispetto ad A e B quindi possiamo dire
che quando A e indipendente da B anche B ¢ indipendente da A.

Definizione 1.15. Due eventi A e B sono detti indipendenti se vale la
relazione

P(ANB)=P(A)P(B).
Si noti che tale definizione vale anche se P(B) =0 0 P(A) = 0.

Esercizio 1.16. Un esperimento consiste nell’estrarre una carta da un
mazzo di 40 carte, suddivise in 4 semi (quadri cuori, fiori e picche) cia-
scuno con 10 tipi (i numeri dall’uno al sette, fante, donna e re). Verifi-
care che gli eventi “la carta estratta e di fiori e “la carta estratta ¢ un
re sono indipendenti.

Sia A l'evento la carta estratta é di fiori. Abbiamo P(A) = 10/40. Sia B
I'evento la carta estratta é un re. Abbiamo P(B) = 4/40. Verifichiamo
quanto vale P(A N B). Si tratta della probabilita dell’evento la carta
estratta é un re di fiori. Abbiamo P(A N B) = 1/40. D’altro canto
P(A)P(B) =1/4-1/10 = 1/40 per cui gli eventi A e B sono indipendenti.

Il concetto di indipendenza si estende da due a piu eventi.
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Definizione 1.17. Gli eventi Ay, As, ..., A, sono detti indipendenti se
per ogni 1 <1< j <k <...<n valgono le sequenti relazion:

P(A;NA))

P(A;NA;NA)

P(A;)P(4;),
P(A;)P(A;)P(Ay),

P(A NAN...N An). = P(A4)P(4,) ... P(4,).

Si badi che l'indipendenza a due a due di tre eventi non implica
I'indipendenza a tre a tre.

Esempio 1.18. Un esperimento consiste nel lancio di un dado due volte.
Consideriamo gli eventi A, “esce un numero pari al primo lancio, B, “esce
un numero pari al secondo lancio e C'; “la somma dei due lanci ¢ un
numero pari. Gli eventi A, B e C' sono indipendenti a due a due ma non
a tre a tre.
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Capitolo 2

Variabili casuali

In generale piu che all’esperimento in se si e interessati ad una qualche
conseguenza della possibile realizzazione dell’esperimento. Ad esempio il
giocatore che ha scommesso ¢ interessato alla quantita della sua perdita
piu che al risultato dell’esperimento che ha generato tale perdita. Gli
oggetti che servono a descrivere la perdita del giocatore, sono le variabili
casuali e verranno definite tra breve. Dato un esperimento casuale ed
uno spazio di probablita (€2, 4, P) che lo descrive, la variabile casuale, &
una funzione definita sullo spazio {2 degli eventi elementari, che associa
ad ogni elemento di 2 uno ed un solo valore reale. Noi presenteremo e
studieremo nel prossimo paragrafo le proprieta di un particolare tipo di
variabili casuali: quelle discrete. Per questo tipo di variabile casuale defi-
niremo le quantita che saranno importanti per lo studio che seguira, quali
ad esempio la funzione di densita (discreta), la funzione di ripartizione,
e le quantita di sintesi come il valore atteso e la varianza. Nel paragrafo
seguente presenteremo i vettori casuali discreti che descrivono contempo-
raneamente piu di una caratteristica dell’esperimento considerato. Infine
verranno introdotte le variabili casuali continue e saranno presentate le
stesse quantita definite per le variabili casuali discrete. Dobbiamo tenere
presente che con le variabili casuali discrete e continue non si esaurisce la
casistica delle veriabili casuali. Per quanto riguarda pero le applicazioni
che intendiamo presentare in questo corso, lo studio di questo tipo di
variabili sara sufficiente.

31
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2.1 Variabili casuali discrete

introduciamo la definizione di variabile casuale discreta.

Definizione 2.1. Una variabile casuale (o aleatoria) discreta X € una
funzione X : Q — R che assegna ad ogni evento elementare w un valore
reale x tale che P({w : X(w) = +oo}) = 0. Al variare di w € Q la
variabile X puo assumere solo un numero finito di valori o al piu una
infinita numerabile di valori. Indichiamo con x1,xo, ..., i valori assunti
dalla variabile casuale.

Vale la pena osservare che in generale una variabile casuale deve essere
tale da soddisfare anche la condizione che per ogni € R l'insieme {w :
X(w) < z} appartenga ad A. Tale condizione ¢ sempre soddisfatta da
una variabile casuale discreta.

Gli insiemi del tipo {w : X(w) € A}, dove A & un sottoinsieme di R,
saranno importantissimi in tutto quello che tratteremo piu avanti, per
cui e bene abituarsi al loro significato: sono sottoinsiemi in €2 costituiti
da tutti gli eventi elementari tali che I'immagine X (w) appartiene al
sottinsieme A di R. Di solito utilizzeremo la scrittura piu compatta

{w: X(w)e A} ={X € A}.
Con questa notazione possiamo riscrivere le condizioni date sopra come
{X<z}eAd e PH{X==xo0})=0.

La differenza sostanziale tra le variabili aleatorie e le funzioni dell’a-
nalisi matematica e che non abbiamo un valore assunto dalla funzione
per un determinato elemento del dominio dove la funzione e definita. O
meglio abbiamo un tale valore solo quando osserviamo 1’esito dell’esperi-
mento, poiché in questo caso conosciamo la realizzazione che si identifica
con un elemento dello spazio campionario, e quindi possiamo assegna-
re il valore osservato della variabile casuale. In generale delle variabili
aleatorie possiamo solo conoscere i possibili valori che puo assumere e la
probabilita con cui possono essere assunti. Chiariamo il concetto con un
esempio.
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Esempio 2.2. Consideriamo I’esperimento consistente nel lanciare n vol-
te una moneta. Lo spazio campionario €2 ¢ costituito dalle 2" n —uple del
tipo (x1,...x,) dove x; = 0 se esce testa al i — esimo lancio, e x; = 1 se
esce croce al i —esimo lancio. Supponiamo di essere interessati al numero
di croci presenti negli n lanci. Denotiamo con X tale numero. Allora X
e una variabile casuale che associa ad ogni evento elementare un numero.
Ad esempio ad w = (z1,...,x,) tale che z; = 0 per ogni ¢, associamo il
valore X (w) = 0. Si tratta di una variabile casuale in quanto l’evento
{w: X(w) = o0} =0 e quindi P{w : X(w) = +o00}) = 0. Inoltre si
osservi che per ogni z € R gli insiemi {w : X(w) < x} appartengono ad
A che in questo caso ¢ formata da tutti i sottoinsiemi di €2. A priori,
data la struttura dell’esperimento, noi sappiamo che la variabile X puo
assumere un qualunque valore intero tra 0 e n, ma fino a quando non
lanciamo n monete e non osserviamo 1’esito di ciascun lancio, e contiamo
il numero di croci, non possiamo dire che valore assumera la variabile X.
Possiamo pero calcolare la probabilita che assuma uno quanlunque dei
valori compresi tra 0 ed n. Questa ¢ data da

come sara chiaro una volta definita la variabile casuale Binomiale.

Un altro esempio di variabile semplice ma molto importante e la
variabile indicatore.

Esempio 2.3. Sia E € A un evento. Denotiamo la variabile indicatore
con Ig definita come

IE(W) =

0 sewekrl
1 sewé¢FE

L’insieme dei valori che la variabile casuale assume prende il nome di
range della variabile casuale. Il range della variabile casuale € un sottoin-
sieme di R. Su tale insieme viene indotta una probabilita dalla variabile
X, che indichiamo con Py, e che viene detta distribuzione di probabilita
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della variabile X, o legge della variabile X. Si introduce questa nuova
probabilita perché si e interessati alla probabilita con cui la variabile ca-
suale assume un dato valore. Da questo punto di vista siamo interessati,
dato un insieme di valori A C R alla probabilita che X € A. La distri-
buzione della variabile casuale X la si calcola partendo dalla probabilita
definita su €2

Px(A) =P(X € A) =P(X1(4)),

dove X71(A) ¢ levento che consiste di tutti gli eventi elementari w tali
che X(w) € A. La distribuzione Py di una variabile casuale discreta
in genere ¢ determinata dalla densita discreta della variabile X. Diamo
quindi la definizione di densita discreta.

Definizione 2.4. Data la variabile casuale discreta X, la funzione px :
R — RT definita da
px(z) =P(X = x),

¢ detta funzione di densita discreta di X (o funzione di massa di proba-

bilita di X ).
La funzione px gode delle seguenti proprieta

i) px(z) = 0 tranne al pit per un infinita numerabile di valori di z,
cioe i valori z;, i = 1,2, ..., che sono i valori che assume la variabile
casuale X;

i) Y1 px(wi) = 1.

Una funzione p : R — R™ che goda delle proprieta i) e ii) & detta den-
sita discreta o funzione di massa di probabilita o funzione di probabilita
discreta. Dalla conoscenza della densita discreta possiamo risalire alla
distribuzione della v.c. X. Siamo cio¢ in grado di calcolare Py(A) per
ogni sottoinsieme A di R. Infatti osserviamo che possiamo scrivere

{XeA=[J{X=u}

;€A
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e gli eventi a destra sono disgiunti, per cui

Px(A)=P(X €)= P(X=umz)=) px(x)

T, €EA T, €A

In raelta una variabile casuale discreta ¢ completamente determinata
da una funzione di probabilita discreta e dai valori del range. Viceversa
dato un insieme di valori al piu numerabile in R e dati dei valori p; tali
che soddisfino le condizioni i) ed i), allora esiste un’opportuno spazio
di probabilita e una variabile casuale discreta definita su questo spazio
che ammette come funzione di probabilita discreta quella definita dalle
p;. La dimostrazione di questo fatto e data nel teorema 2.14 per variabili
casuali qualunque a partire dal concetto di funzione di ripartizione.

La funzione di ripartizione e uno strumento molto importante sia dal
punto di vista teorico che pratico per studiare le variabili casuali.

Definizione 2.5. Data la variabile casuale X, per ogni numero reale x
definiamo
Fx(x) =P(X < x).

Fx ¢ detta funzione di ripartizione della variabile casuale X .

La funzione di ripartizione ha le seguenti proprieta che si deducono
direttamente dalla definizione.

Proposizione 2.6. La funzione di ripartizione Fx della variabile casuale
X gode delle sequenti proprieta:

a) Se x1 < xy allora Fx(x1) < Fx(x3);

b) lim Fx(x)=0e lim Fx(z)=1;

T——00 Tr—400

c) Fx ¢ continua a destra, cioé }llirr(l) Fx(z+h) = Fx(z)

Una variabile casuale ¢ completamente determinata una volta che
sono noti i valori che puo assumere e la probabilita con cui assume questi
valori. Per identificare una variabile casuale dobbiamo conoscere il suo
range e la sua legge di probabilita. Queste due caratteristiche possono
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essere determinate conoscendo I’esperimento e la probabilita associata ad
ogni possibile realizzazione dell’esperimento, di cui la variabile casuale
descrive la parte che interessa lo sperimentatore. In generale conoscere
le realizzazioni dell’esperimento e assai complicato, mentre stabilire un
modello probabilistico partendo da una variabile casuale puo essere piu
intuitivo. Noi adotteremo questo punto di vista. E anche importante
osservare che la distribuzione di una variabile casuale e la sua funzione di
ripartizione sono legate univocamente!, nel senso che si pud dimostrare
che data una funzione di ripartizione, cioe una funzione che soddisfa le tre
condizioni della proposizione 2.6, si riesce a trovare una variabile casuale
che ammette come funzione di ripartizione quella di partenza.

La funzione di ripartizione di una variabile casuale discreta ¢ una
funzione definita su tutto I'asse reale R crescente ed a salti. Ogni salto
avviene nei valori x; assunti dalla variabile aleatoria X ed ha ampiezza
data da px(z;).

Tutte le questioni probabilistiche riguardanti le v.c. possono essere
risolte tramite la funzione di ripartizione o la funzione di densita discreta.
Ad esempio:

Pa<X <b)=F0)—Fla)= > px(z:).

a<z;<b

Si noti che I'insieme {a < X < b} ¢ un evento (per la definizione data di
v.c) e quindi ha senso calcolare la probabilita indicata.

A volte si ¢ interessati, non alla v.c. nella sua interezza, ma a dei
particolari valori che sintetizzano le informazioni contenute nella variabile
casuale e che possono essere di immediata interpretazione. Questi sono
ad esempio il valore atteso e la varianza.

Definizione 2.7. Supponiamo che la variabile casuale X soddisfi la con-

dizione
—+oco

Z |zi|px (z;) < 4o00.

i=1

Lin realtd vi & univocitd a meno di insiemi di probabilitd nulla
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Allora si chiama valore atteso della variabile casuale X la quantita

E(X) = Z Tipx ().

Il valore atteso si puo interpretare come il valore medio della variabile
casuale. In effetti si tratta della media dei valori che puo’ assumere la
v.c. discreta pesata con le probabilita con cui questi valori sono assunti.
I moment: sono altre quantita legate alle variabili casuali.

Definizione 2.8. Supponiamo che la variabile casuale X soddisfi la con-

dizione
“+o0

> Jaflpx(z:) < +oo.

i=1
Allora si chiama momento di ordine k della variabile casuale X la quan-
tita

E(Xk) = Z x?px (4).

La varianza e un’altra quantita importante nello studio delle variabili
casuali poiché misura la dispersione media della variabile casuale attorno
al suo valore atteso.

Definizione 2.9. Supponiamo che la variabile casuale X soddisfi la con-

dizione
+o0

Z |23 |px (1) < +o0.
i=1
Allora si chiama varianza della variabile casuale X la quantita
00
Var(X) =Y (z; — E(X))" px ().
i=1
La varianza di una v.c. puo essere interpretata come il valor medio
degli scarti al quadrato dalla media della variabile casuale. In pratica
fornisce una misura di quanto in media i valori assunti dalla v.c. si
allontano dal suo valor medio.
Vediamo ora alcune particolari variabili casuali discrete.
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Variabile casuale di Bernoulli

Consideriamo un esperimento che abbia solo due possibili esiti classificati
come successo e insuccesso. Definiamo la variabile casuale X uguale a 1
se si e verificato un successo, uguale a 0 se si e verificato un insuccesso.
Sia p, 0 < p < 1, la probabilita di ottenere un successo. Allora la densita
discreta di X e data da

(X
(X

px(0)
px(l)

- D,

0)
)

Si verifica inoltre che E(X) = p e Var(X) = p(1 — p). Indicheremo tale
variabile aleatoria, detta di Bernoulli, con il simbolo B(p).

P 1
P p.

Variabile casuale Binomiale

Consideriamo un esperimento che consiste in n prove, ciascuna delle pro-
ve con solo due possibili esiti classificati come successo ed insuccesso.
Queste n prove supponiamo che siano indipendenti l'una dalle altre. Sia
p la probabilita di successo in una prova. La variabile casuale X che
rappresenta il numero di successi nelle n prove ¢ detta variabile casuale
Binomiale ed indicata con il simbolo Bin(n, p). Si tratta di una variabile
che assume i valori £k =0,1,...,n e la cui densita discreta ¢ data da

n

) = ()=
Si verifica che E(X) = np e Var(X) = np(1 — p).

Variabile casuale di Poisson

Indichiamo con X (¢) il numero di realizzazioni di un certo evento di in-
teresse nellintervallo (0,t]. Supponiamo (i) che in media si verifichino
A > 0 realizzazioni nell'unita di tempo; (ii) che in un intervallo infi-
nitesimo di ampiezza h, la probabilita che si verifichi esattamente una
realizzazione sia approssimativamente Ah; (iii) che la probabilita che in
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un piccolo intervallo di tempo h si verifichi piu di un arrivo sia trascura-
bile rispetto alla probabilita che si verivichi esattamente un arrivo; (iv)
che siano indipendenti il numero degli arrivi in intervalli non sovrapposti.
Allora si puo dimostrare che

- ()\t)kef)\t

T k=01

La distribuzione della variabile X (¢) ¢ una Poisson di parametro At. Se
I'intervallo di tempo ¢ fissato all’'unita temporale considerata (¢t = 1) la
variabile casuale viene indicata con Poisson(\). Si verifica che E(X (t)) =
At e Var(X(t)) = At.

Variabile casuale Ipergeometrica

Consideriamo un’urna che contenga M palle di cui K rosse e le restanti
M — K blu. Supponiamo di effettuare n estrazioni da tale urna senza
rimettere le palle estratte nell’'urna. La variabile casuale X che rappre-
senta il numero di palle rosse tra le n estratte si chiama variabile casuale
ipergeometrica e indicata con IG(M, K,n). Essa assume tutti i valori
interi tra max(0,n — (M — K)) e min(K,n). La densita discreta ¢ data
da

i)

n) ’
T

Si verifica che E(X) =

Px(z) = (e )E max(0,n — (M — K)) <z < min(K,n).

e Var(X) =ni M=K Mon

EIN

Variabile casuale Geometrica

Consideriamo 'esperimento che consiste nel replicare prove indipendenti,
ciascuna delle quali ha solo due possibili esiti (successo e insuccesso), fino
al realizzarsi del primo successo. Supponiamo che in ciascuna prova la
probabilita di ottenere un successo sia p. La variabile X che rappresenta
il numero di prove da effettuare prima del primo successo si chiama va-
riabile casuale Geometrica, la si indica con Geom(p) e la densita discreta



40 CAPITOLO 2. VARIABILI CASUALI

¢ data da

px(n)=(1—p)"'p, n=12,....
Si tratta di una variabile casuale che puo assumere un infinita numerabile
di valori. Si verifica che E(X) = %, mentre Var(X) = %. Un altro
modo di definirla e quello di considerare la variabile casuale Y che conta
il numero di insuccessi prima del primo successo. SihacheY =X —1e

py(n)=1—-p)"p, n=0,1,2,....

In questo caso E(Y) = ?7 mentre Var(Y) = %.

Vediamo ora un esempio di variabile casuale discreta.

Esempio 2.10. Consideriamo una particella che si possa muovere sul-
I’asse delle ascisse ad ogno istante di una unita a destra o a sinistra
secondo lo schema seguente. La posizione della particella all’istante
n sia descritta da una variabile casuale X,, definita ricorsivamente da
X, = X,,_1 + Z, dove la successione di variabili Z,, n = 1,2, ... costi-
tuisce una successione di variabili casuali indipendenti e identicamente
distribuite che assumono i valori —1 e +1 con probabilita rispettivamente
di % Si supponga che la particella all’istante 0 parta dal punto 0, valga
cioe P(Xy = 0) = 1. Vogliamo determinare P(X,, = r) per ogni n e per
ogni r. Innanzitutto osseviamo che fissato n, r puo assumere solo i valori
(—n,...,—2,0,2,...,n) per n pari e (—n,...,—1,1,...,n) per n dispa-
ri. Quindi 'insieme dei valori che ciascuna variabile X,, puo assumere e
finito. Per determinare P(X,, = r) possiamo scrivere X,, = Z1+...+ Z,.
Tutti i cammini possibili di n passi sono individuati da una serie di +1
e —1, e sono 2", per cui la probabilita che si realizzi uno dei possibili
cammini ¢ 2% . Indichiamo con a il numero di +1 e con b il numero di
—1. I cammini che partono da 0 e arrivano in r in n passi sono tali che
a+b=nea—>b=r. Tali cammini sono individuati ogni volta che
scelgo gli a istanti in cui abbiamo +1. Tali cammini sono (Z) = (TbL) Dal

nir e 4T ¢ intero. Ricaviamo quindi

sistema ricaviamo a = 5 nir

(JL)Q*" r=0,£2... £ n,sen e pari
2
P(X,=7)=¢ (.%)2™ r==%1,£3...£n,sen ¢ dispari
0

altrimenti.
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Si osservi che ciascuna X,, €& una variabile casuale discreta e che per n
tendente all’infinito I'insime dei valori che tale variabile puo assumere
tende all’infinito, pur rimanendo numerabile.

2.2 Vettori aleatori discreti

I vettori aleatori si introducono quando si vogliono studiare piu carat-
teristiche diverse legate allo stesso esperimento. Quando si studiano le
proprieta che riguardano due o piu variabili aleatorie si introducono delle
quantita che descrivono il comportamento delle variabili congiuntamente.
Supponiamo che X e Y siano due variabili casuali discrete. Denotiamo
con xy,xs,... 1 valori che puo assumere la variabile X e analogamente
con yi, ¥y, ... i valori che puo assumere la variabile Y. Abbiamo visto
che tali valori possono essere al piu solo un’infinita numerabile.

Definizione 2.11. La densita di probabilita congiunta (discreta) delle
variabilt X e Y é definita come

pXY(Iay) = P(X = 'T’Y = y)a
per ogni x,y € R.

Abbiamo indicato semplicemente con {X = z,Y =y} l'evento {X =
z} N{Y = y}. Osserviamo che solo per un’infinita al pit numerabile
di punti z e y si ha pxy(z,y) > 0. Per non appesantire le notazioni
indicheremo semplicemente con p(x,y) la densita congiunta nel punto
(x,y). Dalla densita congiunta si ricavano le densita marginali, cioe le
densita delle variabili X e Y considerate singolarmente. Precisamente

px(@) =Y plx,y)
y:p(z,y)>0

e analogamente

()= > plzy).

z:p(x,y)>0
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La dimostrazione ¢ immediata. Infatti possiamo scrivere

px(r) =P(X=2)= 3 P(X=02Y=y)

y:p(z,y)>0

= Y pxy).
y:p(z,y)>0

Due variabili casuali discrete X e Y sono dette indipendenti se, e solo se,
si verifica che

PX=u2Y=y)=PX=2)PY =y)

per ogni x,y € R. Questo significa che se due variabili casuali sono indi-
pendenti allora la densita congiunta e data dal prodotto delle marginali,
cioe

p(,y) = px (x)py (y)
per ogni x,y € R. Date due variabili casuali discrete X e Y e una
funzione ¢ : R?> — R, si chiama valore atteso congiunto della funzione
aleatoria g(X,Y) la quantita

E(g(X,Y) = g(z,y)p(z,y).

Una proprieta molto importante del valore atteso e la seguente. Si verifica
che
E (aX 4+ b0Y) = aE(X) + bE(Y),

dove a e b sono due costanti. Date n variabili casuali discrete X, X5,
.., Xy, si definisce la funzione di densita congiunta come

p(T1,29,...,2,) =P (Xy =2, Xo =29,..., X, =2,) .

Le densita marginali si ricavano in modo ovvio. Inoltre, per il valore
atteso verifica che

E (z”: aiX,) = z”: a,E (X;),
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dove a; sono costanti. Se X e Y sono due variabili discrete si definisce la
densita condizionata di X dato Y =y. Se P(Y =y) > 0, essa ¢ data da

P(X=xzY=y)
P(Y =y)

pxpy(zly) = P(X = 2lY =y) =

La densita condizionata si utilizza per calcolare il valore atteso condizio-
nato di una variabile rispetto al valore assunto da un’altra. Siano X e Y
due variabili casuali discrete, aventi densita congiunta p(x,y) e densita
marginali px(z) e py(y). Abbiamo la seguente

Definizione 2.12. Dato ['evento {X = x} tale che P(X = z) > 0, si de-
finisce valore atteso condizionato della variabile casuale Y, dato ’evento
{X =z}, la quantita

E(Y|X =) Zypm yle)

Si tratta, al variare di x, della funzione di regressione. Cioe del valor
medio della variabile Y, dato che la variabile X ha assunto il valore z.

2.3 Variabili casuali continue

La teoria delle probabiita necessaria per formalizzare il concetto di varia-
bile casuale continua ¢ assai piu complessa di quella fin qui presentata.
Per introdurre le variabili casuali continue prendiamo il problema da un
altro lato. Partiamo dalla seguente definizione di funzione di ripartizione
senza riferimento ad una variabile casuale.

Definizione 2.13. Una funzione F' : R — R che soddisfa le sequenti
proprieta.:

1. se x <y allora F(x) < F(y);

2. lim F(z)=0¢ lim F(z)=1;

T——00 T——+00

3. F ¢é continua a destra, cioé lim F(x 4+ h) = F(z)

—0
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¢ detta funzione di ripartizione.

Il seguente teorema costituisce il risultato fondamentale che permette
di definire le variabili casuali senza far riferimento alla teoria della misura.

Teorema 2.14. Se F' ¢ una funzione che soddisfa le tre proprieta della
definizione precedente, allora esiste un opportuno spazio di probabilita

(Q, A, P) e una variabile casuale X definita su questo spazio per la quale
vale che Fx(z) = P(X <z) = F(z).

Dimostrazione. (Cenni.) Come spazio consideriamo lo spazio R. Come
classe degli eventi la classe detta o—algebra di Borel, che denotiamo con
B. La costruzione di tale classe ¢ assai complessa ma per gli scopi che ci
siamo prefissati ci basta sapere che contiene gli intervalli aperti del tipo
(a,b), con a < ba,b € R, ed & chiusa rispetto ai complementari e alle
unioni numerabili. Su questo spazio definiamo per gli intervalli del tipo
(a, b] una probabilita in questo modo:

P((a,b]) = F(b) — F(a).

Si noti che gli intervalli del tipo (a,b] sono eventi, cioe, per quanto ab-
biamo detto, sono insiemi che appartengono alla classe A. La P appena
definita si dimostra che e una probabilita. Le prime due proprieta so-
no infatte dimostrabili partendo dalla definizione di F'. La numerabile
additivita necessita di strumenti sofisticati per essere dimostrata e non
viene fatta in questo corso. Per chi fosse interessato puo leggere il Bil-
lingsley [2]. A questo punto definiamo la funzione X dallo spazio R a
valori in R come X (w) = w, vale a dire la funzione identita. La funzione
di ripartizione di tale variabile casuale ¢ data da

Fy(x) = P({w: X(w) < 2}) = P((~o0,1]) = F(a).

E quindi la variabile casuale X ammette come funzione di ripartizione
quella data. O

In virtu di questo teorema potremo definire le variabili casuali par-
tendo dalla loro funzione di ripartizione. Osserviamo, prima di definire
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la variabili casuali continue, che anche le variabili casuali discrete pos-
sono essere ottenute in questo modo. Esse infatti sono completamente
determinata dal loro range, R = {z1,x,...} e dalla funzione di mas-
sa di probabilita discreta px(z;). Dato quindi in R un’insieme di punti
R = {z1,x2,...} e un insieme di valori p; tali che p; >0 e >, p; = 1, si
puo sempre definire una funzione di ripartizione come F(x) = > _ p;.
Tale funzione ¢ una funzione di ripartizione e quindi esiste una variabilie
casuale che ha una tale F' come funzione di ripartizione. L’insieme R
in questo caso viene detto supporto della funzione di ripartizione F. La
F', in questo caso, e continua a tratti ed e costante in ogni intervallo
z; <o <z, ed in ogni punto x; di R compie un salto pari a p.

Veniamo ora alla definizione di variabile casuale continua. Premet-
tiamo la seguente definizione.

Definizione 2.15. La funzione di ripartizione F ammette densita se
esiste una funzione non negativa f : R — R tale che

b
F() - Fla) = [ f(a)de, (21)
per ogni a < b, a,b € R.

Se esiste una tale funzione chiaramente soddisfa [, f(x)dz = 1. Si
osservi che non si richiede alla funzione f di essere continua. Se pero la
funzione f & continua, non negativa e soddisfa [, f(z)dz = 1, allora si
puo definire una funzione di ripartizione come

Flx) = / " f)dy, zeR

La F definita in questo modo e la funzione di ripartizione di una variabile
casuale continua. Si osservi che dalla relazione (2.1) non segue affatto che
F'(z) = f(x) per ogni x € R. Tutto quello che si richiede alla funzione f
¢ che definisca propriamente 'integrale. Se pero la funzione f ¢ continua,
allora F'(x) = f(z) per ogni x € R se e solo se vale (2.1).

Poiche la funzione di ripartizione, in genere, non ha una espressio-
ne analitica semplice, si preferisce definire le variabili casuali continue
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direttamente a partire dalla densita. Con la stessa procedura le varia-
bili casuali discrete possono essere definite a partire dalla funzione di
probabilita discreta.

Come abbiamo fatto per le variabili casuali discrete definiamo il valore
atteso e la varianza. Sia data una funzione di densita f che identifica
una variabile casuale continua indicata con X.

Definizione 2.16. Sia data una funzione g : R — R tale che sia possibile
definire ed abbia valore finito il sequente integrale

[ awises

[e.9]

Allora ha senso definire il valore atteso della variabile casuale g(X) come

+oo
E(4(X)) = / 9()  (x)d.

o0

In particolare possiamo definire il valore atteso di una variabile ca-
suale X.

Definizione 2.17. Supponiamo che

+o0o
/ 2| f(2)d < +oo.
1l valore atteso della variabile casuale X ¢ dato da

B(X) = /_ " ).

o0

Possiamo, piu in generale, definire i momenti di ordine k£ di una
variabile casuale X.

Definizione 2.18. Supponiamo che per qualche k intero

+oo
/ 2| f(2)dr < +o0.
Il momento di ordine k della variabile casuale X ¢ dato da

E(XF) = /_+<><> o* f(x)dx.

[e.o]
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Anche per le variabili casuali continue si definisce la varianza.

Definizione 2.19. Supponiamo che

+o0
/ |z)? f(z)dx < +o0.
La varianza della variabile casuale X ¢ data da

Var(X) = /_ (o — Bl)2f(r)ds.

[e.9]

Vediamo ora qualche particolare variabile casuale continua.

Variabile casuale Uniforme

Si tratta di una variabile casuale che, come dice il nome, si distribuisce
uniformemente su un intervallo. La forma della densita ¢ la seguente

f(sc)={ﬁ e

0 altrimenti.

Indicheremo la variabile casuale con distribuzione uniforme con X ~
U(a,b), dove a e b sono i parametri della distribuzione e devono essere
tali che a < b. Si verifichi per esercizio che fab f(z)dx = 1. Si verifichi,
sempre per esercizio, che

B(X) — b—|2—a
Var(X) = (b —;;) :

Variabile casuale Esponenziale
La variabile casuale ha la seguente densita:

—Az
@) = {)\e z >0

0 altrimenti.
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Se X ha distribuzione esponenziale scriveremo X ~ Exp(A). Deve essere
A > 0. Si verifichi per esercizio che

1
E(X) =~
(x)=1
(§]
1
V%I()():: XE.

Variabile casuale Gamma

La densita di una variabile casuale Gamma ha la seguente forma:

A" on—1_-)\z
fla) = rm T e x>0
0 altrimenti.

La quantita I'(n) ¢ il valore assunto dalla funzione indicata con I' nel
punto n. Tale funzione ¢ definita nel seguente modo:

+oo
I(t) = / o7 le *dx, t>0.
0

I paramentri che compaiono nella forma della densita devono essere tali
che A > 0 en > 0. Sinoti che n puo anche non essere intero. Si ricava,
integrando per parti che I'(t + 1) = tI'(¢). In particolare per gli interi
vale che I'(n + 1) = nl. Per indicare che una variabile casuale X ha
distribuzione Gamma scrioveremo X ~ Gamma(n, A). Si dimostra che

n

E(X) ="

(x)="

© n
\&H()()ZZ XE.

Si osservi che per n = 1 la variabile casuale Gamma diviene una variabile
casuale esponenziale. La variabile Gamma con n = %, k intero positivo,
eN= % prende il nume di variabile casuale Chi-quadrato ed indicata con
X: dove k sono detti gradi di liberta.
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Variabile casuale Gaussiana

Tale variabile casuale e forse la piu famosa e la pitl usata in statistica.
Prende il nome anche di variabile casuale Normale. La densita e data
da:
1 RN 9
flz) = e 22, xR, peR, o°>0.

vV 2mo?

La varibile casuale Gaussina si indica con X ~ N(u,0%). Per una
variabile casuale Gaussiana si dimostra che

E(X)=pu e Var(X)=o"

I parametri sono quindi chiamati rispettivamente media e varianza.

Variabile casuale Beta

La densita di una variabile Beta ha la seguente forma
1
B(a, 5)

dove @ > 0 e # > 0 sono i parametri della distribuzone. La funzione
B(a, ), detta funzione Beta, ha la forma

2 T1—2)t 0<a<1,

fz) =

1
B(a, f) = / 21 —2)tda
0
ed e legata alla funzione Gamma tramite la relazione
[(e)l(5)
a+p)

Se una variabile casuale X ha una distribuzione Beta con parametri o e
(3 sara indicata con X ~ Beta(a, 3). Si dimostra che

o« B af
X Var(X) = (a+ B+ 1)(a+B)*

B(a, §) =

E( )_Oé—‘i‘ﬁ’

Nel caso in cui @« = 1 e # = 1 la variabile Beta € una variabile uniforme
sull'intervallo (0,1).
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Capitolo 3

Esercizi

3.1 Calcolo combinatorio, eventi elementa-

Ir1

Esercizio 3.1 (Es 1 del 19/9/02). Si consideri un gioco di carte che con-
siste nello scegliere 5 carte da un mazzo di 52. Il mazzo risulta composto
da 4 semi differenti (cuori, quadri, fiori, picche) e ciascun seme da 13
tipi differenti (asso, i numeri dal due al 10, fante donna e re).

a) Calcolare la probabilita di estrarre quattro carte dello stesso tipo.

b) Dato che avete estratto quattro carte dello stesso tipo, calcolare la
probabilita che le quattro carte siano quattro assi.

c¢) Calcolare la probabilita di estrarre esattamente una doppia coppia,
vale a dire una coppia di un tipo e un’altra coppia di un tipo diverso
dalla precedente.

I modi possibili di estrarre 5 carte da un mazzo che ne contiene 52 sono
(552> = 2598960.

a) I casi favorevoli sono dati da 13 - 48 = 624. Infatti 13 sono i modi
di scegliere il tipo di cui vogliamo le quattro carte e 48 sono i modi

o1
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di scegliere la quinta carta tra le 52 — 4 = 48 carte rimaste. La
probabilita ¢ data da

624

———— = (.0002.
2598960 0000

Denotiamo con A U'evento estrarre quattro carte di uno stesso tipo
e con B levento estrarre quattro assi. Abbiamo P(A) = 52020 =

0.0002, dal punto precedente. Mentre P(B) = 5= = 0.00002.

2598960
Si tratta di calcolare P(B|A). Dalla definizione di probabilita

condizionata si ha
P(ANnB) P(A)

P(B|A) = P~ B~ 0T

Senza passare per le probabilita condizionate, ¢’e¢ una possibilita su
13 che le quattro carte dello stesso tipo siano quattro assi: 1/13 =
0.0769.

I casi possibili sono esattamente

(123> (;l) (‘21) (52 — 8) = 123552.

Infatti (123) sono i modi in cui si possono scegliere i due tipi con
i quali comporre le due coppie. (;l) sono i modi in cui si possono
scegliere due semi tra i quattro per ciascuna delle due coppie. 52 —
8 = 44 sono i modi di scegliere la quinta carta tra le carte rimanenti
tolti i tipi delle coppie. In questo modo evitiamo di contare anche
i casi in cui ¢’¢ un tris di un tipo. La probabilita richiesta e

123552

———— = (.0475.
2598960 00475

Esercizio 3.2 (Es 2 del 11/11/02). I pezzi prodotti da una macchina
utensile sono confezionati in pacchi che contengono 12 pezzi ciascuno
contraddistinti dal numero di matricola. Nella confezione comprata dal
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signor Fessoni sono stati inseriti, tra i dodici pezzi, 3 pezzi difettost.
Prima di acquistare la scatola il signor Fessoni decide di estrarre a caso
2 pezzi insieme e di esaminarli. Decidera di acquistare la confezione solo
se nel campione da lui estratto non vi saranno pezzi difettosi.

a) In quanti modi diversi possono essere estratti i due pezzi?
b) Quale é la probabilita che venga estratto almeno un pezzo difettoso?

c¢) Supponiamo che le estrazioni avvengano sequenzialmente e senza
retmmissione. Se il primo pezzo estratto non é difettoso, quale ¢ la
probabilita che anche il secondo non lo sia?

Possiamo identificare i 12 pezzi nella scatola con un’urna che contiene 12
palline e la scelta di due pezzi come 'estrazione di due palline.

a) I modi possibili sono tanti quanti i modi in cui si possono estrarre
n = 2 palline da un’urna ne contiene 12, senza reimmissione e non
dando importanza all’ordine.

()= () =0

b) I casi favorevoli sono dati dalle coppie in cui vi & un pezzo difettoso
e da quelle in cui ve ne sono due.

D)+ C)E)-mrrs-w

La probabilita e data dal rapporto

30

= — = 0.4545.
66

p
c) Se é stato estratto un pezzo non difettoso alla prima estrazione, la
probabilita che nella seconda estrazione si estragga ancora un pezzo

non difettoso e 8
=— =0.7272
p 11 )
in quanto nell'urna sono rimaste 11 palline di cui 8 del tipo non
difettoso.
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Esercizio 3.3 (Es 1 del 12/9/95). Il lotto di produzione di una macchina
¢ formato da N pezzi numerati da 1 a N di cui i primi m sono fuori
tolleranza, mentre gli altri N — m sono stati fabbricati in tolleranza.
Degli N pezzi del lotto ne vengono utilizzati n estraendoli casualmente e
senza riposizione. Si consideri [’evento il k-esimo pezzo estratto e fuori
tolleranza e lo si indichi con Ajy.

a) Trovare P(Ayg);
b) trovare P(A; N Aj);

c¢) posto N = 140, m = 35, n = 40, k = 30, j = 31, calcolare P(As)
e P(A30 N As1) e dire come varia P(A, N A;) al variare di j — k.

a) I casi possibili ¢,, sono i campioni di ampiezza n con riposizione, e
ordinati, estratti da un’urna che contiene N oggetti (distinti). Essi sono

¢, =N-(N=1)-...-(N—=n+1).

I casi favorevoli ¢, sono tutti quei campioni che hanno un pezzo fuori
tolleranza alla k-esima posizione. Essi sono

cg=m-(N=-1)-(N=2)-...-(N=1—=(n—1)+1),

poiché il pezzo fuori tolleranza posso sceglierlo in m modi e quindi, po-
stolo nella k-esima posizione, mi rimangono da scegliere (n — 1) oggetti
tra (N —1). Quindi

m-(N—=1)-(N—=2)-...-(N—n+1)

P<A’“):c_;: N-N—-1)-...-(N-n+1) N

b) In questo caso i casi favorevoli sono
cg=m(m—1)-(N=2)-(N=3)-...-(N-2—(n—2)+1)

in quanto, il primo pezzo fuori tolleranza, che piazzo nella k-esima posi-
zione, posso sceglierlo in m modi, mentre il secondo pezzo fuori tolleranza,
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che piazzo nella j-esima posizione, posso sceglierlo in m — 1 modi. Posso
ancora scegliere in (n — 2) modi i pezzi tra gli N — 2 rimasti. Quindi

¢ mm—=1)-(N—=2)-(N=3)-...-(N—=n+1)
P(Ak”AJ')_é_ N-(N—D-..-(N—n+1)
:m(m—l)
NN -1

c) Le probabilita calcolate nei punti precedenti non dipendono dalle
posizioni k e j. Quindi neppure dalla differenza j — k. Si ha

P(As3) = %50 =0.25, P(A3NAsz) = % = 0.0612.
Esercizio 3.4 (Es 3 del 17/6/02). Il commissario tecnico della nazionale
di calcio puo scegliere gli 11 giocator: della squadra da schierare in una
partita tra 2 portieri, 8 difensori, 6 centrocampisti e 6 attaccanti. Si sup-
ponga che una squadra debba essere composta da un portiere, 3 difensort,
4 centrocampisti, e 3 attaccant.

a) In quanti modi diversi puo formare la squadra il commissario tec-
nico?

b) Se dei 6 attaccanti due giocano nell’Inter, qual’é la probabilita che
non capitino questi attaccanti nella squadra?

Ciascun gruppo (portieri, difensori, centrocampisti, attaccanti) si puo
considerare un’urna che contiene un certo numero di palline (rispettiva-
mente 2, 8, 6, 6). Da ciascuna di queste urne si devono effettuare un certo
numero di estrazioni, senza riposizione e per le quali non ha importanza
l'ordine (rispettivamente 1, 3, 4, 3).

a) I casi possibili sono dati da

(2)-)-(2)- (0 o
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b) I casi favorevoli sono

2 8 6 4
(1)) () -5) o
La probabilita richiesta ¢ 0.2.

Esercizio 3.5 (Es 2 del 30/6/00). Una pompa idraulica di un grosso im-
pianto industriale € dotata di 7 filtr: dello stesso tipo la cui manutenzione
deve essere fatta gli ultimi tre giorni di ogni mese. Se la manutenzione di
ognuno dei 7 filtri & assegnata in modo casuale ad ognuno dei tre giorni,
calcolare:

a) la probabilita che tutte le manutenzioni capitino in un solo giorno;

b) la probabilita che ad ogni giorno venga assegnata almeno una ma-
nutenzione;

c) la probabilita che agli ultimi due giorni siano assegnate almeno due
manutenzions.

Si tratta di un problema di assegnazione di 7 oggetti indistinguibili (non
abbiamo motivo di considerare i filtri come oggetti distinguibili) a 3 urne
distinte. I casi possibili risultano pertanto:

3+7—-1 9 9!
( 7 )‘@‘ﬁ—%'

a) I casi favorevoli sono 3, tanti quante le urne in cui possiamo asse-
gnare tutti gli oggetti. La probabilita richiesta, p, €

3

= — = 0.0833.
36

p

b) In ogni urna ci deve essere almeno un oggetto. Ne rimangono 4 da
assegnare alle 3 urne. I casi favorevoli sono

_ !
3+4-1 _ 6 _ 6L _ 1k
4 4 412!
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La probabilita richiesta, p, e

15

= — = 0.4167.
36

p

b) Nelle ultime due urne vi devono essere due oggetti. Rimangono 3
oggetti da assegnare alle 3 urne. I casi favorevoli sono

3+3— !
F3-1) 3\ _ s
3 3) 312

La probabilita richiesta, p, e

10

= — = 0.2778.
36

p

Esercizio 3.6 (Es 1 del 2/7/93). La costruzione di nove apparecchiature
dello stesso tipo deve essere programmata nell’arco dei 5 giorni lavorativi
di una settimana. Ogni singola apparecchiatura richiede un intero giorno
di lavoro ma, piu apparecchiature possono essere costruite in un singolo
giorno. La costruzione di ognuna delle 9 apparecchiature é assegnata
i modo casuale ad ognuno dei 5 giorni lavorativi della settimana. St
determinino:

a) la probabilita che ad ogni giorno venga assegnata la costruzione di
almeno una macchina;

b) la probabilita che al primo giorno siano assegnate almeno 2 mac-
chine ed ai restanti 4 giorni almeno una;,

c) la probabilita che nel primo giorno siano assegnate almeno due ap-
parecchiature dato che ad ogni giorno ne e stata assegnata almeno
una.

a) Indichiamo con A l'evento di cui & richiesta la probabilita . Le 9
apparecchiature possono essere considerate come 9 oggetti indistinguibili
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da assegnare a 5 urne distinguibili (i 5 giorni lavorativi). I modi in cui
possono essere effettuate queste assegnazioni sono

54+9—-1 13 13!
( 9 )—(9>—@—”5'

I casi favorevoli all’evento A sono le assegnazioni che non lasciano urne
vuote. Per contarli, poniamo un oggetto in ogni urna, ne rimangono 4
che possono essere assegnati ad una qualunque delle 5 urne, quindi:

5441 8 8!
( 4 )‘(4)‘@‘70

Quindi essendo le assegnazioni effettuate in modo casuale, P(A) =
0.0979.

b) Indichiamo con B 'evento di cui e richiesta la probabilita. Per de-
terminare la P(B) basta contare le assegnazioni con almeno due oggetti
nella prima urna e almeno uno nelle altre. Per contarle poniamo 2 oggetti
nella prima urna e un oggetto in ognuna delle altre 4 urne. Rimangono
9—2—4 = 3 oggetti da assegnare ad una qualunque delle 5 urne. Quindi
i casi favorevoli all’evento B sono:

5+3—-1 7 7!
( 3 )—(3)—@—35

¢ la probabilita richiesta ¢ P(B) = 2% = 0.0490.
c) Sia A l'evento introdotto al punto a) e C' 'evento “almeno 2 appa-
recchiature il primo giorno. Dobbiamo calcolare P(C|A). Questa, per

definizione di probabilita condizionata, ¢ pari a

P(C|A) = %

0 _
715

Osserviamo che I'evento C'N A ¢ in realta 'evento B introdotto al punto
b). Quindi
P A P(B 1
p(eiyy_ PCOA _PB) 35 1
P(A) PA) 70 2
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Esercizio 3.7 (Es 2 del 16/5/94). Un distributore automatico di bevande
permette di scegliere tra sei tipi differenti: A, B, C, D, E ed F. Se 10
scelte si ripartiscono a caso tra le bevande, nell’ipotesi di equiprobabilita
, qual e la probabilita che

a) A non sia scelta;

b) A sia scelta una volta;

c) A sia scelta almeno una volta;

d) ogni bevanda sia scelta almeno una volta;
e) D, E ed F siano scelte almeno una volta;
f) esattamente tre bevande non siano scelte.

I casi possibili in questo modello sono tutti i possibili campioni non ordi-
nati di 10 elementi estratti da un’urna contenente 6 palline (le bevande).
Essi sono in numero di (104;3—1)'

a) I casi favorevoli sono i campioni di 10 elementi in cui non compare A.
Questi sono tanti quanti i campioni di 10 elementi non ordinati estratti

da un’urna contenente 5 palline. La probabilita richiesta, indicata con p

e
G B
10+6—1 15 :
(") )

b) Per calcolare i casi favorevoli ragioniamo in questo modo. Uno dei 10
posti del campione lo occupo con A. Gli alti nove li posso occupare con
una qualunque delle 5 bevande rimaste. Quindi la probabilita richiesta,
indicata ancora con p e

¢) In questo caso blocchiamo uno dei 10 posti nel campione per A e negli
altri nove posso mettere una qualunque delle 6 bevande (posso ancora
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scegliere A). La probabilita richiesta, indicata ancora con p &

9+6—1
(o) 3

Si noti che tale probabilita puo essere ricavata dal punto a) osservando
che I'evento specificato al punto a) ¢ il complementare di quello definito
in questo punto.

d) In questo caso blocchiamo 6 posti dei 10 per metterci in ognuno una
delle 6 bibite. GIli altri 4 posti li posso riempire come voglio con una
qualunque delle 6 bevande. La probabilita richiesta, indicata ancora con

pe ,
( +6—1

p= 14—5) = 0.042.
(10)
e) In questo caso blocchiamo 3 posizioni delle 10, le altre 7 posso riem-
pirle con una qualunque delle bevande. La probabilita richiesta, indicata

ancora con p e
(7+6—1

p= 1—75) = 0.2637.
(10)
f) Eliminiamo 3 bevande. Ne rimangono 3 che dobbiamo scegliere alme-
no una volta, per cui occupiamo 3 posti dei 10 da riempire. Rimangono
7 posti che posso riempire con una qualunque delle tre bibite rimaste.
Inoltre, poiché non era specificato quale delle tre bevande fossero elimi-
nate, devo moltiplicare per il numero di modi in cui posso scegliere tre
bevande tra sei, cioe (g) La probabilita richiesta, indicata ancora con p

&
6\ (7+3—1
p= M = (.2398.
(10)

Esercizio 3.8 (Es 1 del 21/1/94). Una localita sciistica dispone di 18
piste di discesa. Di queste 5 sono classificate come piste verdi, 7 come
blu, 4 come rosse e 2 come nere. Gli sciatori A e B sono in grado di
affrontare tutti © diversi tipi di piste, lo sciatore C tutte le piste escluse
quelle mere, mentre lo sciatore D solo le piste verdi e blu. All’inizio di
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ogni giornata, delle sette di una settimana bianca, ciascuno dei quattro
sciatori sceglie a caso che pista affrontare per prima (tra quelle che é in
grado di affrontare). Qual’é la probabilita che:

a) la pista scelta dallo sciatore A e dallo sciatore B sia la stessa in
almeno un giorno;

b) lo sciatore B e C non scelgano mai la stessa pista;

c) nel primo giorno la pista scelta dallo sciatore C e dallo sciatore D
sia la stessa;

d) tutti i 4 sciatori non scelgano la stessa pista in ognuno dei sette
giorng.

a) Per calcolare la probabilita p che lo sciatore A e B scelgano la stessa
pista in un giorno prefissato, osserviamo che i modi possibili in cui A
e B possono scegliere le piste tra le 18 che hanno a disposizione sono
182. T modi in cui possono sceglierle in modo che siano la stessa sono 18.
Quindi p = % e la probabilita che sia diversa in un giorno prefissato e
l—p= }—g. La probabilita che in 7 giorni scelgano sempre piste diverse e
data da (1—p)" = (}—;)7. Poiché I’evento che in 7 giorni scelgano sempre
piste diverse e I'evento complementare a quello del quale e richiesta la

probabilita possiamo dire che quest’ultima e pari a

1—(1—p)7:1—<%)7.

b) il numero di modi in cui lo sciatore B e C possono scegliere la pista
e 16 - 18. Il numero di modi in cui possono scegliere la stessa sono 16.
Quindi la probabilita che gli sciatori B e C scelgano la stessa pista e
p = %. La probabilita che non scelgano la stessa pista in un giorno e

1—p= }—g e la probabilita che non scelgano la stessa pista in 7 giorni e

(1-p) = G—;)?
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c¢) Gli sciatori C e D possono scegliere la pista in 16 - 12 modi diversi. Il
numero di modi in cui possono scegliere la stessa ¢ 12. Quindi la proba-
bilita richiesta ¢ p = 1—16.

d) T 4 sciatori possono scegliere le piste in 18- 18- 16 - 12 modi diversi. Il
numero di modi in cui possono scegliere la stessa e 12. Quindi la probabi-
lita che tutti e quattro scelgano la stessa pista in un giorno ¢ p = m.
La probabilita che tutti gli sciatori non scelgano la stessa pista in un

. N . 1 IR RV . . N
giorno ¢ 1 — p =1 — 155555+ La probabilita richiesta ¢

aopy=(1-—L Y
Py = 18-18-16 )

Esercizio 3.9 (Es 2 del 26/5/97). Prosegue dall’esercizio 3.43.

Ogni pezzo scartato viene immediatamente marcato con un numero pro-
gressivo di identificazione per essere successivamente inviato al laborato-
rio assteme al rapporto di verifica del reparto di produzione. Dopo alcuni
giorni, al momento di recuperare © 5 pezzi difettosi accumulatisi, ci si
accorge che tali pezzi sono stati erroneamente mescolati coi buoni, invia-
ti al magazzino e inseriti casualmente nelle 4 confezioni destinate ai 4
clienti A, B, C' e D e che, quindi, non & piu possibile risalire in quali
confezioni sono stati inseriti, né a quali clienti sono stati spediti. Cal-
colare la probabilita che i due clienti A e C' non abbiano ricevuto alcuno
dei 5 pezzi difettosi.

Le quattro confezioni possono essere identificate con 4 scatole A, B, C,
D e i 5 pezzi difettosi con 5 palle. Le 5 palle possono finire nelle 4
scatole in 4° modi diversi; 4° sono quindi i casi possibili in cui i cinque
pezzi difettosi possono finire nelle 4 confezioni casualmente. Eliminiamo
le scatole A e C, rimangono dunque due scatole e le 5 palle possono
finirci dentro in 2° modi diversi. 2% sono quindi i casi favorevoli in cui le
confezioni destinate ai clienti A e C' rimangono senza pezzi difettosi. La

probabilita cercata e :
2° 1
=—=|(=]=0.031.
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Si osservi che il fatto che rimangano vuote le scatole A e C' piuttosto
che altre due qualunque fissate ¢ la stessa. Si pensi a quanto vale la
probabilita che due qualunque scatole rimangano vuote. Si osservi anche
che chiedere che le scatole A e C' rimangano vuote (o due altre o almeno
due) non esclude che anche una terza scatola sia vuota. Chiaramente

tutte quattro le scatole non possono essere vuote: dove metterei tutte le
5 palle?

Esercizio 3.10 (Es 1del 17/5/99). Una societa di consulenza ha ricevuto
da parte di un ente pubblico il compito di selezionare © membri di una
commyassione che dovra valutare i progetti presentati per vincere ['appalto
di una grande opera pubblica. La commissione deve essere composta da
sette persone di cui tre accademict, due industriali e due esponenti politict
della maggioranza al governo mel comune in questione. La societa deve
scegliere © membri da una rosa di candidati composta da otto accademict,
sei industriali e cinque esponenti politici della maggioranza.

a) In quanti modi diversi puo essere formata la commissione?

b) Se dei sei industriali due sono donne, trovare la probabilita che
nella commissione vi siano queste due donne.

c) La commissione si riunisce ad un tavolo dove ogni posto reca il
nome del membro della commissione. Se ogni membro si siede a
caso qual’e la probabilita che nessuno dei membri sia seduto al posto
giusto? Qual’é la probabilita che almeno uno lo sia?

a) Le scelte della commissione possono essere effettuate in

8\ /6\ /5 & 6! 5l
(3) (2) <2> 31514121 3121
modi.

b) I casi possibili sono quelli calcolati al punto a). I casi favorevoli sono
(2) (g) = 560, in quanto i due membri da scegliere tra gli industriali sono
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fissati (le due donne industriali) e posso scegliere solo tra gli altri gruppi,
come richiesto, i restanti 5 membri. Quindi

00 s
PTHOEO o

¢) Si tratta di determinare il numero delle permutazioni aventi zero coinci-
denze tra le permutazioni di sette elementi. Dalle tavole delle coincidenze
si ricava che la probabilita richiesta ¢

C(0,7) 1854
70 5040

p(0,7) = = 0.3679,

dove abbiamo indicato con C(r,n) il numero di permutazioni con r coin-
cidenze tra le permutazioni di n elementi, e con p(r,n) la probabilita
di ottenere una tale permutazione. La probabilita dell’evento A che wvi
sia almeno una coincidenza si ottiene come complementare dell’evento
considerato sopra (che non vi siano coincidenze).

P(A)=1-p(0,7) = 1 — 0.3679 = 0.6321.

Esercizio 3.11 (Es 2 del 21/7/97). Quattro qualsiasi vertici tra quelli
degli n* quadratini che costituiscono le piastrelle di una struttura quadra-
ta di lato n danno origine ad una determinata configurazione operativa.
Se 1 quattro vertici formano un quadrato con i lati paralleli a quelli della
struttura la configurazione corrisponde ad un errore del sistema. Nell’i-
potesi che 1 quattro vertici vengano scelti casualmente, dimensionare la
scheda (cioé trovare il valore minimo din) affinché la probabilita di avere
un errore sia minore a 107°.

Si tratta di un modello probabilistico equiprobabile in cui lo spazio degli
eventi elementari ¢ costituito da tutte le configurazioni possibili di 4
vertici da scegliersi tra gli (n + 1)? vertici quando la struttura ¢ formata
da n? quadratini. I casi possibili sono dunque:

o
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Per determinare la probabilita di avere un errore dobbiamo contare i
casi favorevoli, cioe in quanti modi posso scegliere 4 vertici in modo
che formino un quadrato come richiesto dal testo. Cominciamo a capire
che succede con n piccolo. Nel caso n = 1 abbiamo 4 vertici e solo
una configurazione favorevole. Se indichiamo con ¢, le configurazioni
favorevoli al passo n abbiamo ¢; = 1. Passiamo al caso n = 2. Abbiamo
abbiamo 9 vertici. Le configurazioni favorevoli sono quelle che avevamo
per n = 1 (cioe 1) piu quelle che possiamo formare di nuove, che sono
2. (n) — 1 = 3 quadrati di lato £ = 1 e 1 quadrato di lato k = 2(= n)
Quindi ¢ = q; + 1+ 3 = 1 + 22 In generale se passo da n — 1 a n lati
abbiamo che

n—1
In :qn_l—l—ZQ(n—k) — 1.
k=0

Si tratta della somma dei primi n numeri dispari che si dimostra essere
uguale a n?. Infatti, la somma dei primi » numeri pari puo essere espressa
come 2 volte la somma dei primi n numeri interi, e quindi & pari a n(n+1)
(vedi formula (A.10) in appendice). Ora la somma dei primi n numeri
dispari puo essere vista come la somma dei primi n numeri pari a ciascuno
dei quali ho tolto una unita. Da cui segue il risultato. Quindi possiamo
esprimere g, come

B = 2_n(n—|—1)(2n+1)
qn—zk o 6
k=1

La probabilita di avere una configurazione che corrisponde ad un errore
e quindi
n(nfl)(j(2n+l) 4(2n+ 1)

(%) S+ D)m+2)(n2+2n—1)(n2+2n —2)

Il valore di n richiesto lo si trova risolvendo la disequazione

4(2n+1)

(n+ D)(n+2)(n2+2n— D)(n2 +2n—2) 107°

Si trova che il minimo n che soddisfa la relazione sopra e n = 23.
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Esercizio 3.12 (Es 2 del 17/5/93). Per uno studente che accoppia in
modo casuale § grafici di densita e 8 grafici di funzione di ripartizione
qual € la probabilita :

a) di riportare almeno un accoppiamento corretto;

b) di rispondere in modo sufficiente se si considerano sufficienti le
risposte con almeno 4 accoppiamenti corretti.

a) Indichiamo con p(r,n) la probabilita che ci siano r assegnazioni cor-
rette nell’assegnazione casuale di n oggetti. La probabilita richiesta p
che vi via almeno un’assegnazione corretta nell’assegnazione casuale di 6
oggetti ¢ dunque
6
p= Zp(r, 6) =1—p(0,6) =1—0.36805 = 0.63195.
r=1
Ricordiamo che il valore di p(r,n) lo si puo ricavare dalle tavole delle
coincidenze di r oggetti in permutazioni di n oggetti. Infatti se indichia-
mo con C(r,n) il numero permutazioni di n oggetti con r coincidenze,

abbiamo p(r,n) = % e nel nostro caso
C(0,6) 265
Ricordiamo inoltre che p(0,n) puo essere calcolata direttamente. Infatti
1 1 1 1

e quindi nel nostro caso

1 1 1 1 1

b) La probabilita richiesta ¢ data da

6 6
Cr6) 15 1
6) — 0 L0 —0.0222
;p(r’ ) 2_; 6l 720 TV 720 ’

dove i valori di C(r,6) sono stati ricavati dalla tavola delle coincidenze.
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Esercizio 3.13 (Es 1 del 8/7/96). Due valvole (M e N) possono essere
nserite su un circuito in differenti modi. Consideriamo un intervallo
di tempo t e indichiamo con A ['evento: si guasta la valvola M e con
B l’evento: si guasta la valvola N. Sia P(A) = 0.5 e P(AU B) = 0.7.
Calcolare P(B) nei tre casi:

a) A e B sono indipendenti,
b) A e B sono incompatibili;
c) P(A|B) =0.5.
a) Se A e B sono indipendenti si ha
P(ANnB)=P(A)P(B).

E noto che
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB). (3.1)

Dalla relazione tra le probabilita si deduce allora:
P(AUB)=P(A)+P(B) - P(A)P(B),
da cui si ricava, sostituendo le probabilita note
0.7=0.5+P(B) — 0.5P(B),

e quindi il valore di P(B): P(B) = 0.4.
b) Se A e B sono incompatibili, allora P(A N B) = 0. La relazione (3.1)
diventa allora,

P(AuB)=P(A) +P(B)

e quindi si ricava 0.7 = 0.5 — P(B), da cui P(B) = 0.2.

c¢) Dalla definizione di probabilita condizionata ricaviamo
P(ANB)=P(A|B)P(B).
In questo caso la (3.1) diviene

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A|B)P(B),
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nella quale se sostituiamo i valori dati dal testo otteniamo
0.7=0.5+P(B) — 0.5P(B)
da cui P(B) = 0.4.

Esercizio 3.14 (Es 1 del 10/6/96). A walle di una linea di produzione
di pezzi ad elevata tecnologia operano v (Ay, As, ..., A,) stazioni mobili
di collaudo preposte a certificare la qualita della produzione in quanto
destinata ad un impiego ad alto rischio; la procedura di ispezione prevede
che ognuna delle stazioni in opera abbia sempre la stessa probabilita p =
% di essere casualmente scelta per essere sottoposta al test di taratura
(ispezione) da parte dell’ispettore designato dal competente istituto di
controllo.

a) Trovare il numero n di ispezioni da programmare affinché sia di
T = 0.99 la probabilita che la stazione As venga ispezionata almeno
una volta se operano r = 6 stazioni.

b) Il numero di ispezioni programmate per il secondo semestre del cor-
rente anno ¢ n = 20 (sempre con la medesima procedura di scelta)
e, da contratto, le stazioni in opera sono 8: calcolare la probabilita
che la stazione Ay riceva almeno un’ispezione.

c¢) In un’altra linea di fabbricazione, dove le ispezioni dell’Istituto di
Controllo si effettuano sempre con la stessa procedura, le stazioni in
opera sono il doppio, cioe 16; 'lstituto decide di programmare an-
che le ispezioni in numero doppio, cioe 40, convinto che cosi facen-
do rimanga uguale per le due fabbriche la probabilita per una stazio-
ne di ricevere almeno un’ispezione. L’Istituto opera correttamente?
Giustificare la risposta.

a) La probabilita che facendo n scelte casuali, la seconda stazione non

sia mai scelta e
r—1\"
b= )
r
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di conseguenza la probabilita che sia scelta almeno una volta e

1—p=1—(r_1>n. (3.2)

r

Dobbiamo trovare il valore di n affinché 1 — p sia maggiore di 0.99, vale

a dire
—1\"
1—p:1—<r ) > 0.99;

r

r—1\"
< ) < 0.01;
r

-1
nln (r ) < In0.01;
r

n > 25.25.

Per cui il numero di ispezioni da programmare ¢ n = 26.

b) Abbiamo visto nel punto precedente che la probabilita che la seconda
stazione riceva almeno un’ispezione ¢ data dalla (3.2). Quindi per n = 20,
ed r = 8 ricaviamo

7 20 7 20
1—p=1—(§> ; p:(§> . p=10.0692; 1—p=0.9308.

Quindi la probabilita richiesta ¢ p = 0.93.

c¢) La probabilita che una stazione riceva il almeno un controllo varia al
variare di n ed r secondo la (3.2). Risulta quindi chiaro che raddoppiando
sia n che r la probabilita 1 —p non rimane costante. In effetti se si calcola
il valore della (3.2) per n =40 e r = 16 si ottiene 1 — p = 0.92.

3.2 Probabilita Condizionata, teorema di
Bayes
Esercizio 3.15 (Es 1 del 18/4/00). Uno studente si trova ad affrontare

un test per l'ammissione ad un corso di laurea che consiste in 50 doman-
de con risposta a scelta multipla per ciascuna delle quali sono previste
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6 risposte alternative. Se lo studente conosce la risposta, risponde cor-
rettamente, se non la conosce, cerca di indovinare la risposta scegliendo
casualmente una delle 6 risposte a disposizione. Supponendo che la pro-
babilita che lo studente conosca la risposta ad una domanda sia % e che
la risposta a ciascuna domanda venga data indipendentemente da quella

data nelle altre, calcolare

a) la probabilita che lo studente risponda correttamente a una do-
manda e la probabilita che risponda correttamente a tutte le 50
domande;

b) la probabilita che lo studente conosca realmente la risposta ad una
domanda dato che ha risposto correttamente a quella domanda.

Definiamo gli eventi, per ¢ = 1, ... 50,

A; = {lo studente risponde correttamente alla domanda i}

B; = {lo studente conosce la risposta alla domanda i}.

Dal testo sappiamo che P(B;) = 33, P(A;|B;) = 1 e P(A|Bf) = .
a) Dobbiamo calcolare

P(A; N AN - N Asg) = (P(A)™.

L’uguaglianza e valida in quanto si € supposto che le risposte alle doman-
de siano date indipendentemente le une dalle altre. Calcoliamo dunque
P(A;) utilizzando il teorema delle probabilita totali:

40 10 1
P(A1) = P(A)|B)P(By) + P(AB)P(B)) = oo 1+ o ¢
= 0.8333.

Quindi la probabilita che risponda correttamente a 50 domande e

P(A;NAyN---NAs) = P(A)) = 0.8333°° = 0.0002.
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b) Dobbiamo calcolare P(B;|A;). Utilizziamo il teorema di Bayes:

P(B|A;) = P(Ai|Bi)P(Bi) _ P(4A;|B;) P(B;)
R P(A;) B P(A|B)P(B,) + P(A|Bf)P(BY)
__Lg 08 — 0.9600
S-1+58-5 08333

Esercizio 3.16 (Es 1 del 16/6/97). Un treno ¢é formato da 4 carroz-
ze. La probabilita dell’evento D; che lli-esima carrozza sia difettosa é
% (indipendentemente dalle altre carrozze). Le carrozze vengono esa-
minate indipendentemente da due verificatori, che hanno probabilita di
riscontrare eventuali difetti di 19—0 e di % rispettivamente (non puo invece
verificarsi il caso che rilevino difetti che non ci sono). Qualora vengano
riscontrati dei difetti, st ha un ritardo nella partenza del treno. Calcolare
la probabilita dei sequenti eventi:

a) C; : non vengono riscontrati difetti nella carrozza i-esima;

b) R : il treno parte in ritardo;

c) S : il treno non ha vetture difettose;

d) T : il treno parte in orario con vetture difettose non scoperte.

e) Sapendo che il treno é partito in orario, la probabilita che abbia
delle vetture difettose.

Consideriamo gli eventi

A; = “il primo verificatore trova il difetto sulla carrozza i

B; = ‘il secondo verificatore trova il difetto sulla carrozza i
Dal testo deduciamo
9 7
P(A;|D;) = — P(B;|D;) = —
(D) == P(BID) =
P(A|D{) =0 P(Bi|Df) = 0.
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a) L’evento C; puo essere riscritto come
C; = D{ U (AY n B N D)

e quindi poiché gli eventi DY e AY N BY N D; sono disgiunti e per
Iindipendenza degli eventi A; e B; dato che ci sia il difetto possiamo
ricavare

P(C;) = P (D7) + P (A7|Di) P (BY|Di) P (D;)

7

9 131 903

T 10 T 101010 _ 1000
—0.903
b)
4 4
P(R)=1—P(RC)1—P<Q(JZ»>:1—HP((JZ-)
=1 =1
903 \*
<1000> 0335
c)
4 4 9 4
P(S) =P pel=TlrPm)= (=) =o.
(S) (ﬂl ) ]1 (DS) <10> 0.66
d) L’evento

R° = “l treno parte in orario

e possibile esprimerlo come unione degli eventi disgiunti S e T: R =
SUT. Quindi P(R®) = P(S)+ P(T) e

P(T) = P(R°) — P(S) = (%)4 - (%)4 = 0.009.

e) La probabilita richiesta e

! A\ PULiDinR)  P(T) 0009
P <i:U1DiIR )) = PR = PR = 0.665 0.0135.
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Esercizio 3.17 (Es 1 del 8/9/97). Durante la lavorazione di un ordi-
nativo, ['tmpianto di produzione di una fabbrica ha una probabilita w, di
subire n interruzioni espressa dal sequente modello:
pn
=" n=12...; b>0;, 0<p<l

Le interruzioni possono essere di soli due tipi: M (meccaniche, idrauli-
che, etc.) o E (elettriche, elettroniche, etc.) e risulta P(M) = P(FE) =

0,5. Per un ordinativo scelto a caso e messo in lavorazione:

a) determinare la probabilita o che non si verifichi nessuna interru-
zione; quindi calcolare my quando nel modello ¢ p = 0,4 e b =
1,25;

b) determinare la probabilita w, che fra le interruzioni ve ne siano

esattamente n del tipo E; quindi calcolare u,, per n = 3 quando nel
modello e p=10,4 eb=1,25.

Indichiamo con A= “non si sono verificate interruzioni 'evento di cui e
richiesta la probabilita. Chiaramente

+oo
A% = “si ¢ verificata almeno una interruzione = U Apg,
k=1
dove abbiamo introdotto gli eventi
Ay = “si sono verificate esattamente k interruzioni.

Poiché gli insiemi Ay, sono disgiunti e P(Ay) = 7, risulta quindi

—+o00 +o0o
_ 1 _P(AC) =1 T A N
mo=PA)=1-P(A") =1 kglﬂk—l kglb 1 b(l—p)'

Vedi formula (A.3) dell’Appendice. Sostituendo i valori p = 0,4 e b =
1,25 otteniamo my = 0,47. Introduciamo gli eventi

E,, = “si sono verificate esattamente n interruzion: di tipo E.
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Nel caso in cui le interruzioni siano meno di n (si & verificato 1’evento
Atk con —n < k < 0) abbiamo P(E,|A,+x) = 0. Se le interruzioni sono
n+k con k > 0, essendo % la probabilita che si verifichi un interruzione
di tipo £ abbiamo

R YA A RN A YA
P = ("1 ) () - () G)
Per il teorema delle probabilita totali la probabilita cercata ¢ data da

P(En) =P (U(En n An+k)> = +§P(En N An+k>

k=0 k=0

. +o0 n+k pik
n+k\ (1 Pt
- ZP(En|An+k)P(An+k) = Z ( n ) (5) b
k=0

k=0

Questa serie puo essere calcolata grazie alla formula (A.4) dell’appendice,
tenendo presente la formula (A.5) di riscrittura del coefficiente binomiale.
Quindi possiamo scrivere

L6 -5 ()6
:pnz<n+1—£k—1) (;p)

k=0

-@)

Quindi P(E,) = %% da cui sostituendo i valori assegnati otteniamo

P(E;) = 0, 156.

Esercizio 3.18 (Es 2 del 20/9/93). Un processo produttivo produce com-
ponenti che possono presentare tre tipi di difetti A, B e C. La probabilita
che venga prodotto un pezzo con tutti e tre i difetti ¢ P(ANBNC) = 0.1.
Le probabilita di ottenere pezzi con due dei tre difetti sono P(AN B) =
P(ANC)=P(BNC) =0.2. Le probabilita di ottenere pezzi con uno dei
tre difetti sono P(A) = P(B) = P(C) = 0.4. Si calcolino:
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a) la probabilita di ottenere un pezzo con almeno un difetto;
b) la probabilita di ottenere un pezzo senza difetti;

c) la probabilita che su 10 pezzi tre siano esenti da difetti nell’ipotesi
che 1 pezzi stano prodotti indipendentemente ['uno dall’altro.

a) Dobbiamo calcolare P(AU B U C) che per il teorema di inclusione ed
esclusione ¢ data da:

P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)
~P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)=07.

b) Dobbiamo calcolare P(A°N B¢ N C¢). Questa ¢ data da
P(A°NB°NCY) =1-P(AUBUC) = 0.3,

c¢) Per rispondere a questo quesito dobbiamo considerare la v.c X che
conta il numero di pezzi senza difetti su un’estrazione di 10 pezzi. Si
tratta di una v.c Binomiale con parametri p = 0.3 e n = 10. La proba-
bilita richiesta ¢ data da

3

P(X=3) = (10)0.330.77 = 0.266.

Esercizio 3.19 (Es 1 del 19/9/94). Due linee di fabbricazione hanno
ultimato 18 wdentict pezzi che sono stati depositati in tre distinti cesti di
raccolta: il primo cesto con 7 pezzi di cui 2 dalla prima linea e 5 dalla
seconda. Il secondo cesto con 4 pezzi di cui 2 dalla prima linea e il terzo
cesto con T pezzi di cui 4 fabbricati dalla prima linea. Si eseque un’i-
spezione dimensionale ad un pezzo scelto a caso dal primo cesto che, pot
pero viene depositato nel secondo cesto; quindi dal secondo cesto si estrae
casualmente un pezzo che, dopo il controllo, viene rimesso nel terzo cesto;
nfine viene collaudato un pezzo scelto a caso dal terzo cesto e rimesso
nel primo cesto. Determinare la probabilita che la composizione finale
dei tre contenitori sia rimasta immutata rispetto al miz di provenienza

dei pezzi tra le due linee di produzione.
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Indichiamo con i simboli A; B; C; per i = 1,2 rispettivamente gli eventi
corrispondenti al fatto di aver estratto un pezzo prodotto dalla i-esima
linea produttiva dal primo cesto, dal secondo cesto, dal terzo cesto. Per
intenderci, By significa che ho estratto un pezzo prodotto dalla seconda
linea dal secondo cesto. La probabilita richiesta p e esprimibile come

p=PANB NC,)+P (AN ByNCy)
=P(A)P(B1|A1)P(C1|B1 N Ay) +P(Ay)P(B2|A2)P(Cy| By N As)
235 5349
758 758 28
Esercizio 3.20 (Es 3 del 22/4/02).

Un venditore possiede sei DVD-R danneggiati. Decide di correre il rischio
di venderli lo stesso inserendoli nelle scatole di dischi non danneggiati.
Prende quindi dallo scaffale 3 confezioni da sei DVD-R [’una. Nella pri-
ma scatola inserisce un disco danneggiato al posto di uno non danneggia-
to, nella seconda ne inserisce due danneggiati e nella terza tre. Si trova
dunque con sei dischi non danneggiati che inserisce in una confezione
vuota. Le quattro scatole sono rimesse sullo scaffale.

a) Si supponga che un cliente del negozio scelga a caso una delle
quattro scatole. Da questa estrae, sempre casualmente un disco.
Calcolare la probabilita che il disco estratto sia danneggiato.

b) Si supponga che il disco estratto non sia danneggiato. Qual’é la
probabilita che provenga dalla scatola che non contiene dischi dan-
neggiati?

Denotiamo con S; per ¢ = 1,2,3,4 l'evento corrispondente alla scelta
della scatola i-esima e con D l'evento corrispondente all’estrazione di
un DVD-R danneggiato. Dal testo abbiamo P(S;) = 1, P(DI|S)) = ¢,
P(DI|S,) = 3, P(D|S3) = §, P(D|S4) = 0.

a) Dal teorema delle probabilita totali abbiamo

4
11 2 3 6 1
P(D)=3 POISIP(S) = 1 (5 +5+5+0) =g = =02
i=1
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b) Sia D¢ l'evento corrispondente all’estrazione di un DVD-R non
danneggiato. Dal teorema di Bayes abbiamo
P(D?S4)P(54) L3

P(5:ID7) = P(D9)  1-P(D)

1
3

INSIOCI NI

Esercizio 3.21 (Es 1 del 17/6/02). Una ditta che produce ami da pesca
possiede due macchine una delle quali produce pezzi difettosi con una
probabilita di 0.01 e laltra di 0.05. La produzione viene sottoposta ad
un controllo di qualita. si sceglie a caso una delle due macchine e si
controllano 150 pezzi prodotti.

a) Calcolare la probabilita di osservare tre pezzi difettos.

b) Calcolare probabilita che sia stata scelta la prima macchina dato
che si sono osservati tre pezzi difettosi.

Denotiamo con A; I'evento ¢ stata estratta la macchina 1 e con Ay l'e-
vento ¢ stata estratta la macchina 2. Sia inoltre E ’evento sono stati
estratti tre ami difettosi su 150.

a) Dal teorema delle probabilita totali

P(E) = P(E|A))P(A;) + P(E|A,)
1 1
=0.1258235 - 3 + 0.03661575 - 5= 0.0812196.
b) Dal teorema di Bayes
P(E]A1)P (A
P(A|FE) = = 0.774588.
(A4]E) P () 0.774588

Esercizio 3.22 (Es 2 del 2/7/02). Una compagnia di assicurazione ha
suddiviso i suot clienti in tre categorie in base alla propensione ad avere
incidenti. Il 20% sono clienti ad alto rischio, il 30% a medio rischio
e il restante 50% sono considerati a basso rischio. Un cliente ad alto
rischio commette almeno un incidente in un anno con probabilita 0.25,
un cliente a medio rischio lo commette con probabilita 0.12, e un cliente
a basso rischio con probabilita 0.08.
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a) Trovare la probabilita che un cliente a caso commetta almeno un
incidente in 1 anno.

b) Trovare la probabilita che un cliente sia ad alto rischio dato che ha
commesso almeno un incidente in un anno.

c) Supponendo che la categoria di rischio non cambi da un anno al-
l’altro e che gli incidenti in anni diversi siano indipendenti per i
clienti ad alto rischio, calcolare la probabilita che un cliente sia ad
alto rischio dato che ha commesso almeno un incidente all’anno in
due anni consecutivi.

Denotiamo con A;, ¢ = 1,2, 3 rispettivamente gli eventi corrispondenti a
clienti ad alto, medio e basso rischio. Sia inoltre E l’evento il cliente ha
commesso almeno un incidente in un anno. Dal testo abbiamo P(A4;) =
0.20, P(Ay) = 0.30, P(A43) = 0.50, P(E|A;) = 0.25, P(E|As) = 0.12,
P(F|A3) = 0.08.

a) Dal teorema delle probabilita totali

3
P(E) =Y P(E|A;)P(A;) = 0.050 + 0.036 + 0.040 = 0.126.

i=1
b) Dal teorema di Bayes

P(E|A)P(A;)  0.05

P(Ai]E) = P(E) 0126

= (0.3968254.

¢) Denotiamo con E; 'evento il cliente ha commesso almeno un inci-
dente in un anno, e con Ey I'evento il cliente ha commesso almeno
un incidente nell’anno sequente. dobbiamo calcolare

P(E, N Ey|A)P(A)
P(E, N E,)

P(Al‘El ﬂ EQ) -

Abbiamo, per l'ipotesi di indipendenza

P(E\NEy|A)) = P(E|A)P(EyA)=P(E|A;)? = 0.25% = 0.0625.
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P(E,NEy) =P(E)P(E,) = P(E)?* = 0.126 = 0.015876.

Di conseguenza

0.0625 - 0.20

Esercizio 3.23 (Es 2 del 10/9/93). I messaggi di “via” e “stop” tra-
smessi da un certo flusso di comunicazione si verificano nel rapporto di
3 :4. A causa di interferenze di trasmissione un ‘“via” diventa “stop”
con probabilita 0.25, mentre uno “stop” diventa “via” con probabilita %

a) Se viene ricevuto un “via” qual é la probabilita che é stato trasmesso
uno “stop”?

b) Se wviene ricevuto uno “stop” qual é la probabilita che sia stato
trasmesso un “via”?

c) Si determini la probabilita di discrepanza tra trasmissione e rice-
zione.

Indichiamo con A l’evento e stato trasmesso un “via”. Allora I'evento e
stato trasmesso uno “stop” ¢ A. Poiché i segnali sono trasmessi con un
rapporto di 3 : 4 abbiamo che P(A) = 2 ¢ P(AY) = 1. Indichiamo con
B D’evento ¢ stato ricevuto un “via” e quindi con B¢ l'evento & stato ri-
cevuto uno “stop”. Il testo ci informa che P(B¢|A) = § e P(B|AY) = 3.
a) La probabilita richiesta secondo gli eventi che abbiamo introdotto &
P(A¢|B) che possiamo calcolare sfruttando il teorema di Bayes. Calco-
liamo prima P(A|B)

P(B|A)P(A) 23 27
P(A|B) = = =—=0.6279.
(AIB) = BBIAPA) + PBIACIP(AT) 3211 43 0279

b) La probabilita richiesta secondo gli eventi che abbiamo introdotto &
P(A|B%) che possiamo calcolare come al punto precedente utilizzando il
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teorema di Bayes.

_ P(B“|A)P(A) I
P<A|BC)—P(BC|AC)P(AC)+P(BC|A)P(A) T T

= 0.2195.

+

¢) Vi e discrepanza quando il segnale inviato e il segnale ricevuto non sono
lo stesso. Sempre nei termini degli eventi introdotti, dobbiamo calcolare
la seguente probabilita

P((ANB°)U(A“NB)) =P(ANB“) +P(A° N B)
= P(A|BY)P(B°) + P(A°|B)P(B)
13 14 25
=4 __ ==
47 37 84
Esercizio 3.24 (Es 1 del 22/1/96). In uno scaffale sono depositate N
scatole di cui % di tipo A e % di tipo B; ognuna delle scatole di tipo A
contiene n pezzi (n > 2) numerati da 1 a n dove, di fronte ad un’ope-
razione di scelta casuale, il pezzo con il numero 1 ha probabilita 0.5 di
essere estratto e gli altri n — 1 sono fra loro equiprobabili; ognuna delle
scatole di tipo B contiene n pezzi (n > 2) e, di fronte ad un’operazione
di scelta casuale, ognuno degli n pezzi e equiprobabile. Viene prelevata
casualmente una scatola (ognuna delle N scatole é equiprobabile di fronte

ad un’operazione di scelta) e dalla scatola si estraggono casualmente e
con riposizione due pezzi.

a) Trovare la probabilita di ottenere i pezzi con il numero 2 e 3;
b) calcolare tale probabilita avendo posto N =120 e n = 10;

c¢) posto infine N = 240 e n = 10 calcolare la probabilita di ottenere i
pezzi con il numero 3 e 4;

d) sapendo di avere estratto i pezzi contrassegnati da 2 e 3, calcolare la
probabilita che sia stata selezionata una scatola del tipo A e quindi
calcolare tale probabilita avendo posto N = 180 e n = 10.
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Indichiamo con A e B rispettivamente gli eventi “ho estratto una scato-
la del tipo A7 e “ho estratto una scatola del tipo B. Abbiamo P(A) =
P(B) = i. Indichiamo con P; i = 1,...,n rispettivamente gli eventi “ad
una estrazione € uscito il numero 1. Dobbiamo calcolare la probabilita
dell’evento P, N P3. Possiamo evitare di distinguere sull’ordine di estra-
zione in quanto le estrazioni sono con riposizione.

a) Abbiamo

P(AIA) = 3. P(AIA) = 5o,

1

Applicando il teorema delle probabilita totali otteniamo:

PPNP)=P(PNPNA+PFP,NP;NDB)
= P(A)P(Py|A)P(Ps|Po| N A) + P(B)P(P,| B)P(P3| P,| N B)

(3.3)
- % (Q(nl— 1) Z(nl— 1)) +% <%%)
_ %—8111*)24 (3.4)

b) Poiché la (3.4) non dipende da N la probabilita richiesta, sostituendo
n = 10, é:

5n* —8n+4 212
8n2(n —1)2 3240

P(P,NP;) = = 0.00654. (3.5)

c) Poiché la (3.4) non dipende da N la probabilita richiesta ¢ uguale alla
(3.5).
d) Per il teorema di Bayes si ha

2
1 1
P(P2 N P3|A)P(A) o 2 (2(n71)> B n?
P(P N P) C o m8nid 52 8p 44

8n2(n—1)2

P(A|P, N Py) =
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Sostituendo 1 valori dati si ottiene infine:

100
P(A|P,N P;) = — = 0.2358.
“Airnh) =5
Esercizio 3.25 (Es 1 del 18/6/93). Vengono casualmente prelevati e uti-
lizzati due pezzi di ricambio da un magazzino nel quale sono depositati
10 pezzi di cui 5 del fornitore A e 5 del fornitore B. Dovendo successi-
vamente prelevare a caso altri due pezzi si decide di scegliere fra queste

tre alternative:

A1 utilizzarli subito se la probabilita che la nuova coppia di pezzi sia
formata da un pezzo del fornitore A e da un pezzo del fornitore B
e maggiore di 0.6;

A2 sottoporli a collaudo se tale probabilita é non maggiore di 0.6 e non
inferiore a 0.3;

A8 procedere ad un nuovo acquisto se la probabilita e inferiore a 0.35.
Quale delle tre alternative deve essere adottata?

Indichiamo con Aj con k = 0,1,2 gli eventi “sono stati prelevati k pezzi
del fornitore A. Sia inoltre B l'evento “i successivi due pezzi prelevati
sono uno del fornitore A e uno del fornitore B. Per il teorema delle
probabilita totali

2 2

P(B) =) P(A,NB) =) P(A)P(B|A). (3.6)

k=0 k=0

Calcoliamo dunque le probabilita che entrano in gioco.

B -2 oy - -2 iy - G

P(Ay) =

(%) 9

P(B|AO) _ (1()8<)1) — g; P(B‘Al) — (1) (1) — %;
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3\ (5
1
P(B’AQ) — (1)8(1) _ _5
() 28
Siamo quindi in grado di calcolare la probabilita richiesta che risulta dalla

(3.6)

215 54 215 5
=028 To7 Toas — g~ 050
Si adotta quindi I'alternativa A2.

P(B)

Esercizio 3.26 (Es 1 del 17/6/94 ). Un magazzino contiene m pezzi
di ricambio di cui b sono difettosi. Degli m pezzi ne sono inizialmente
prelevati, per essere utilizzati, n (n < m). Si determini la probabilita che
il pezzo prelevato successivamente sia difettoso.

Indichiamo per £ =0,1...,n gli eventi:

Ay, = {k pezzi difettosi su n} .
Gli insiemi Ay costituiscono una partizione dello spazio degli eventi e
(Z)((’;;:,i’) |

Indicando ’evento di cui e richiesta la probabilita con

P(A;) =

B = {n + 1-esimo pezzo difettoso }

sappiamo che P(B|Ay) = 2% Infatti se si & verificato 'evento Ay sono

—n *
rimaste nel magazzino m — n pezzi di cui b — k difettosi. Per il teorema
delle probabilita totali possiamo scrivere

P(B) = i (Z)((E)_:) :@__l;
SC)G) b b

(") mm

k=0
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Esercizio 3.27 (Es 1 del 9/9/96 ). Si devono spedire dei pezzi di cui una
parte (tipo A) molto pesanti e con peso tra loro uguale e una parte (tipo
B) pit leggeri e con peso fra loro molto variabile. Per ottimizzare il carico
sui mezzi di trasporto (n mezzi) si € deciso di caricare N4 pezzi pesanti
m numero uguale (%) su ogni mezzo € Ng pezzi pit leggeri secondo la
regola: il pezzo piu pesante (degli Ng) su un mezzo, due pezzi pit leggeri
sul secondo mezzo, tre pezzi ancora piu leggeri sul terzo mezzo e cost via.
Piu precisamente il mezzo 1—esimo avra caricato % pezzi di tipo A e
1 pezzi di tipo B. Contestualmente alla partenza dei mezzi col carico e
stato inviato al cliente un fax con la distinta di identificazione dei pezzi
i spedizione sut camion. Al ricevimento del fax il tecnico del collaudo di
accettazione del cliente individua casualmente un camion (ogni camion é
equiprobabile di fronte all’operazione di scelta) e dalla distinta di carico
del camion stesso sceglie casualmente due pezzi (ogni pezzo risulta equi-
probabile di fronte all’operazione di scelta) per il collaudo di accettazione
da effettuare al momento di arrivo dei mezzi. Se i pezzi di tipo A spe-
diti sono 40 e i camion utilizzati 10, trovare la probabilita che i pezzi da

collaudare all’arrivo della merce siano uno del tipo A e uno del tipo B.

Indichiamo con A l'evento di interesse i pezzi scelti per il collaudo sono
uno del tipo A e uno del tipo B. Introduciamo anche gli eventi

D, = “& stato scelto il mezzo 7’

che costituiscono una partizione dello spazio di tutti gli eventi possibili
e sono tali che P(D;) = % Se e stato scelto il mezzo i-esimo questo
contiene 4 pezzi del tipo A e 7 pezzi del tipo B. La probabilita di estrarre
1 pezzo del tipo A e un pezzo del tipo B e calcolata come casi favorevoli
su casi possibili. I casi possibili sono tutte le coppie che posso formare
con i 4 + i pezzi contenuti nel mezzo i-esimo, cioe (4;i), i casi favorevoli
sono le coppie in cui un elemento e scelto tra i 4 del tipo A e un elemento

tra gli 7 del tipo B, cioe (‘11) (i) Quindi

P(A|Di) =
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Per il teorema delle probabilita totali abbiamo quindi:

W1 _ags
ZPArD D) =2 ) 1 0 G aE Y
4(1 2,3 4. 5 6 7 8 9 10)

s\ 30 e s e o 0 32 156 182

= (0.5060

Esercizio 3.28 (Es 2 del 9/9/96). Si riprenda l’Esercizio 3.34. Suppo-
niamo che con la procedura di collaudo siano stati individuats un pezzo di
tipo A e un pezzo di tipo B: trovare la probabilita p; che sia stato scelto
1l mezzo i-esimo, cioe che sia stato scelto il mezzo con v pezzi del tipo B,
e calcolare p; per i =3 e per i1 = 4.

Riprendiamo I’Esercizio 3.34. Dobbiamo calcolare P(D;|A). Per il teo-
rema di Bayes sappiamo che

(D) 1

_PAD)P(D;) _ (570 _ 8i
P = P(4) 05060  (4+14)(3+1i)-5.060

in quanto sappiamo dall’esercizio 3.34 che P(A) = 0.5060, P(Di) =€

P(A|D;) = m Ora per i = 3 abbiamo P(A|D3) = 22 = 2 ¢ per
i =4, P(A|D,) = 2. Quindi
P3 =Py = = 0.1129.

7-5.060

Esercizio 3.29 (Es 1del 20/5/96). Una linea di produzione fabbrica pezzi
ciascuno dei qualt ha probabilita p di essere effettivamente difettoso. Ogni
pezzo viene sottoposto ad un collaudo automatico con una macchina che
dichiara difettoso il pezzo ispezionato con probabilita py (quando il pezzo
sia effettivamente difettoso) e con probabilita py (quando il pezzo sia in
realta buono).

a) Calcolare la probabilita che un pezzo scelto a caso é dichiarato
difettoso;,
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b) calcolare la probabilita che un pezzo dichiarato difettoso lo sia ef-
fettivamente.

Indichiamo con D D ed F rispettivamente gli eventi: il pezzo scelto a
caso e effettivamente difettoso, il pezzo scelto a caso non é effettivamente
difettoso e il pezzo scelto a caso ¢ dichiarato difettoso.

a) Viene richiesta la probabilita che il pezzo sia dichiarato difettoso, cioe
P(F). Dalla formula delle probabilita totali si ha

P(F) =P(F|D)P(D) +P(F|D)P(D) = pip + pa(l — p).
b) Dalla formula di Bayes si ha

PEDP(D)  _ pp
(FIDYP(D) + P(FIDP(D)  pp+po(1— 1)

P(DIF) =

Esercizio 3.30 (Es 3 del 17/5/99). Un gioco si svolge in due fasi. La
prima fase consiste nell’ottenere un numero tra uno e sette con l’aiuto di
un dado regolare come seque. Si tira il dado e se escono © numeri: 2, 3,
4, 5, 6, si tiene il numero che e uscito, altrimenti si tira di nuovo il dado
e se escono 1, 2, 3, si tiene il numero 1 altrimenti si prende il numero
7. Nella seconda fase, dopo aver ottenuto il numero i, (i = 1,...,7) si
prende il dado D;, che possiede i — 1 facce bianche e 7 — i facce rosse, e
lo si lancia.

a) Calcolare la probabilita che al primo lancio compaia una faccia
rossa;

b) Sapendo che ¢é uscita una faccia rossa al primo lancio, calcolare la
probabilita che si sia tirato il dado Dy;

c) Sapendo che ¢é uscita una faccia rossa nel primo lancio, calcolare
la probabilita che esca una faccia rossa al secondo lancio.

Indichiamo con R; 'evento si presenta faccia rossa al primo lancio. Indi-
chiamo con D; gli eventi corrispondenti alla scelta (dopo la prima fase) del
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dado i—esimo, caratterizzato dall’avere 7—i facce rosse. Siha P(D;) = ¢

per i =2,3,...,6, poiché la scelta di tale dado avviene sole se si presen-
tano rispettivamente i punteggi dal 2 al 6 sul primo dado e ciascuno di
questi si presenta con probabilita %. Il dado D, invece viene scelto solo
se si presenta 1 al primo lancio e o 1, 0 2, o 3 al secondo lancio. Per cui

P(D;) = 5. Analogamente P(D;) = &.
a) Per il teorema delle probabilita totali

P(Rl) - Z P(Rl‘Di>P<Di)

. 1+5 1+4 1+3 1+2 1+1 1+01
12 66 66 66 66 6 6 12
1/(15 1_1_05
6\ 2 12 2 7

b) Dal teorema di Bayes

P(Di|R,) = P(R,|D,)P(Dy) _ 1'% _ 1
ST PmID)P(D) 1 ©

c) Sia Ry levento si presenta faccia rossa al secondo lancio.
P(R.N Ry)
P(R,)
_ S P(RiN Re|Dy)P (D)
XL P(RiD)P(D))

Chre @@ s @) iR 5 @)
1
2

P(Ry|Ry) =

3.3 Variabili Aleatorie

Esercizio 3.31 (Es 1 del 16/2/98). Una fabbrica é composta da 12 li-
nee produttive di cui 8 sono state revisionate e funzionano regolarmente,
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mentre 4 non sono in conformita. La societa deve ricevere la visita di
Audit e non ha il tempo di revisionare anche le 4 linee fuori controllo, e
decide di assumere il rischio dell’Audit. L indomani arrivano in azienda
gli ispettori e, come previsto dalle specifiche, scelgono a caso 2 linee e
su di esse effettuano I’Audit. Al termine dei controlli se nessuna linea
ispezionata risulta fuori controllo, all’azienda viene confermato il visto
di conformita; se almeno una viene trovata non conforme l’ispettore non
concede il visto di conformita e [’azienda e costretta a fermare ['intera
produzione per le revisioni necessarie: in questo secondo caso ['azienda
subisce un danno economico di 60 milioni di Lire. Clalcolare il valore
atteso del danno economico per l’azienda.

Se indichiamo con X la v.c. “numero di linee guaste tra le due scelte, per
quanto descritto nel testo si tratta di una v.c. ipergeometrica /G(12,4,2).
L’azienda subisce un danno solo se X > 1 quindi la v.c “Danno puo essere
descritta dalla variabili D = 60 - Ix>; e quindi e il danno medio E(D)
per l'azienda sara dato da E(D) =60- P(X > 1). Si ha

P(X>1)=P(X =1)+ P(X =0)

_ 00, H6)

(12) + (12)
2 2
19

I1 costo medio per I'azienda risulta (in milioni di lire) E(D) = 0.58-60 =
34.8.

Esercizio 3.32 (Es 1 del 20/5/98). Uno spedizioniere senza scrupoli
spera di evitare [’arresto da parte della Finanza mescolando in una cassa
biglie di materiale radioattivo a biglie di acciaio mormale. Soltanto il
5% delle biglie sono illegali su un totale di 400. La Finanza controlla
5 biglie estratte della cassa. Trovare la probabilita che lo spedizioniere
venga arrestato.

Lo spedizioniere non viene arrestato se non viene estratta nessuna biglia
di materiale radioattivo. La v.c. che descrive il numero di biglie estratte
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dal finanziere ¢ una ipergeometrica con M = 400 K = 400 - 0.05 = 20 e
m = 5. La probabilita richiesta ¢ data da

(380) (20)
P(le):l—P(Xzo)zl—W
5
380379 -378-377-376
400 - 399 - 398 - 397 - 396
=1-0.77=0.23.

Esercizio 3.33 (Es 1 del 9/9/94). Una ditta per la consegna della merce
ai propri clienti dispone di un parco di 12 automezzi di cui 7 di proprieta
e b di proprieta dei rispettivi autisti terzi. Due automezzi hanno improv-
visamente subito (in condizioni di equiprobabilita) un’avaria e dal parco
mezzi cost ridotto si caricano, con una merce destinata all’Estero, i pri-
mi tre automezzi arrivati in ditta di ritorno da un precedente servizio di
trasporto (l'ordine d’arrivo é equiprobabile fra i mezzi del parco ridotto).
a) Definire la variabile casuale X che descrive il numero dei mezzi di
proprieta della ditta caricati per [’Estero.

b) Trovare il valore atteso e la varianza di X.

a) La variabile X assume i valori 0, 1 , 2, 3. Per determinare la legge
di X, vale a dire la probabilita con cui assume i suddetti valori occorre
tener presente quanti automezzi della ditta hanno subito un’avaria. In-
troduciamo quindi la variabile aleatoria Y che descrive quanti automezzi
della ditta hanno subito un’avaria. Si tratta di una variabile aleatoria
ipergeometrica di parametri M = 12, K =7 e m = 2. Risulta quindi
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SeY =k, k=0,1,2 allora la legge di probabilita della variabile X si
ricava dal teorema delle probabilita totali.

PX=2)=PX=z|Y=0PY =0)+P(X=z|Y =1)P(Y =1)
+P(X =z|Y =2)P(Y =2)
(3.7)
per x = 0,1,2,3. Le probabilita condizionate sono anch’esse deducibili
da un modello ipergeometrico, in quanto se ¥ = k allora

() ()

(%57

Calcoliamo quindi tutte le probabilita richieste. Per x = 0:

P(X=zlY =k)=

szow:o%,ﬁﬁzﬁ 1

(130) = HO;
Pu:myzmzﬁ%ﬁl:%;
PM:ﬂY:@:&%%l:%.

Per z = 1: o
Pazuyzm:ﬁ%$l:%;
PM:HY:QZQ%%Q:%;
PM:HY:@:E%%Q:%.

Per z = 2: o
Pu:myzmzﬁéyﬁz%;

()
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o b= B

P(X =2V =2) = (7522é;§:§)) i%i
Infine, per & = 3:

P(X = 3]y — 0) @§$j .

o= ==t

Finalmente abbiamo tutti i numeri (!) per calcolare la legge di probabilita
della variabile X. Dalla (3.7) ricaviamo

15 13 17 1
PX=0)=— > 42 - L _
( )= 12033 T 3066 T 1222 22

75 33 57 71

PX=1)=——+ 2 42— —
( ) 4033+1066+1222 22

215 13 5 7 21
PX=2)="—"— 4 -4 =
( ) 4033+266+1222 44

75 13 17 7
PX: = — — —— —_— = —.
( 3) 2433+666+1222 44

Per soddisfazione personale verifichiamo che la somma delle probabilita
e 1. ,
1 721 7
PX=tH=—4+—+—+—=1
kz:% ( ) 22+22+44+44
b) Calcoliamo media e varianza di X. E(X) = . E(X?) = L& da cui
Var(X) = 1.
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Esercizio 3.34 (Es 3 del 8/7/96). La manutenzione di pronto intervento
di un impianto & garantita da due squadre di specialisti: la squadra A per
guasti di tipo meccanico, idraulico, oleodinamico e simili, la squadra B
per guasti di tipo elettrico elettronico, elettromeccanico e simili. I due
tipi di guasto sono eventi indipendenti e l’assegnazione delle avarie dei
macchinari e stata fatta in modo tale da bilanciare equalmente il numero
di interventi fra le squadre A e B, sicché la probabilita che intervenga
la squadra A é la stessa che intervenga la squadra B ed é pari a 0.5.
Sita X il numero di guasti che si devono verificare all’impianto affinché
st verifichi per la prima volta il guasto che richiede ['intervento della
squadra B. Calcolare il valore atteso e la varianza di X.

La v.c. X assume valori £ = 1,2,... e si tratta di una v.c. Geometrica di
parametro p = 0.5, in quanto il successo e rappresentato dall’intervento
della squadra B la cui probabilita di intervento e 0.5. Quindi

1 k
P(X:k):0.5(1—0.5)’“‘1:(§) , k=1,2,....

Il valore atteso della v.c. X &
<1\ Ok 1 Xk 1\"*
>e(z) -2 (0)G) -2 6G)
k=1 k=1 k=1
00 h 1 1 h+1 1 1 -2
SO

h 2 2 2
h=0

dove, nell’'ultima uguaglianza, abbiamo posto h = k£ — 1. La varianza di
una v.c. Geometrica di parametro p e pari a %. Con conti analoghi si
dimostra quindi che Var(X) = 2.

E(X)

Esercizio 3.35 (Es 1 del 1/4/96 ). A walle di una linea di produzione é
installato un impianto di collaudo formato da due stazioni di controllo in
linea; la prima stazione A per il controllo dimensionale, la seconda B per
il controllo della difettosita superficiale. Un pezzo lavorato alla linea di
produzione passa in sequenza prima alla stazione A e poi alla stazione B.
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Al riscontro di un difetto sul pezzo si e costretti a fermare l'intera linea di
produzione per verifiche immediate. E noto che la fabbrica produce 1'1%
di pezzi con difettosita dimensionale, il 2% con difettosita superficiale e
1 due tipi di difetti son indipendenti. Calcolare il numero atteso di pezzi
wmwviati alla spedizione prima di dover fermare la linea di produzione.

Indichiamo con A e B rispettivamente gli eventi il pezzo presenta difet-
tosita dimensionale e il pezzo presenta difettosita superficiale. Si sa dal
testo che P(A) = 0.01 e P(b) = 0.02. Inoltre per I'indipendenza di due
tipi di difetto P(A N B) = 0.0002. La probabilita p che un pezzo non sia
inviato alla spedizione e data da

p=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) = 0.01+0.02—0.0002 = 0.0298.

Indichiamo con X la variabile casuale che conta il numero di pezzi che
passano la linea di controllo prima che uno di essi venga fermato. Si
tratta di una variabile Geometrica con parametro p, avente distribuzione

P(X=k)=p(1-pF k=0,1,...

Sappiamo che

e quindi E(X) = 32.5570 ~ 33 pezzi.

Esercizio 3.36 (Es 1 del 26/5/97). A wvalle di una linea di produzione é
installato un impianto di collaudo formato da due stazioni di controllo in
linea; la prima stazione (A) per il controllo della difettosita dimensionale,
la seconda (B) per il controllo della difettosita superficiale. Un pezzo
lavorato alla linea di produzione passa in sequenza prima alla stazione A
e poi alla stazione B. Al riscontro di un qualsiasi difetto sul pezzo si e
costretti a fermare lintera linea di produttiva per verifiche immediate. E
noto che la fabbrica produce pezzi con lo 0.5% di difettosita dimensionale
e I'L.5% con difettosita superficiale e che i due tipi di difetto sono eventi
indipendenti.
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a) Sia X la variabile casuale: “numero dei pezzi inviati in spedizione
prima di dover fermare I'impianto per verifica a causa della presenza
di uno scarto. Calcolare la probabilita p che X sia superiore a 10
pezzi.

b) Calcolare il numero atteso E(X) di pezzi inviati alla spedizione
prima dell’arresto.

c) Si ¢é trovato che p ¢ troppo bassa per le aspettative dell’azienda. E
stato quindi deciso di agire sull’impianto di produzione per ridurre
la difettosita dei prodotti. Non potendosi tecnicamente migliora-
re la qualita dimensionale, si chiede di trovare la percentuale di
pezzi difettosi per anomalie superficiali con cui dovrebbe produr-
re la fabbrica affinché p sia almeno 0.9 restando ferma allo 0.5 la
percentuale dei prodotti con difettosita dimensionale.

Indichiamo con A; 'evento difetti di tipo dimensionale nell’i-esimo pezzo
i produzione e con B; I'evento difetti di tipo superficiale nell’i-esimo
pezzo in produzione. Abbiamo P(A;) = 0.005 ¢ P(B;) = 0.015 per ogni
t=1,2,.... Cerchiamo quindi di capire chi ¢ la v.c. X e di come la sua
legge possa essere espressa in funzione della probabilita di questi eventi.
Innanzitutto essa puo assumere solo i valori interi £k = 1,2,.... Si avra
X = 0 se il primo pezzo viene fermato, e cid avviene se, e solo se, si
verifica I'evento A; U Ay. Abbiamo quindi

P(X =0) = P(A, U By) = P(Ay) + P(By) — P(A)P(B).

Ci conviene dare un nome a P(A; U B;) = P(A;) + P(B;) — P(A;) P(B)).
Essendo indipendente da ¢ la denotiamo con p. Il suo valore ora non
ci interessa ma possiamo calcolarlo: p = 0.02. Poiché e ragionevole
supporre che il verificarsi di difetti sui vari pezzi siano eventi indipendenti,
avremo che X =1 se, e solo se, il primo pezzo e senza difetti e il secondo
presenta uno dei due difetti. Cioe se si verifica 'evento (A; U Bl)c U
(A3 N By) e quindi possiamo dire che P(X = 1) = p(1 — p). E quindi
chiare che
PX =k =pl-pF k=0,1,...
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cioe si tratta di una v.c. Geometrica di parametro p.
a) La probabilita richiesta puo essere calcolata come segue

P(X >10)=1— P(X <10) =1 —ip(l —p)*
(1 _ (1 _p)ll) _ (1 _p)ll

1—(1-p)

p

+oo
b) B(X) = 3 kp(1 — p)F = =2 = 49.
k=0
c) Devo trovare P(B;) = pp tale che (1 — p)!! > 0.9 dove

Quindi p = 0.005 + 0.995p, da cui si ottiene p < 0.0095. Allora pg <
0.0045. Ci dovrebbero quindi essere non piu dello 0.45% di difetti del
secondo tipo.

Esercizio 3.37 (Es 2 del 10/6/96). Supponiamo che siano date due va-
riabili casuali indipendenti X e Y con la stessa distribuzione Geometrica
con parametro p = 0.4, vale a dire X,Y ~ Geom(0.4). Si calcoli:

a) la probabilita che la variabile X assuma lo stesso valore della va-
riabile Y, vale a dire P(X =Y);

b) la probabilita che la variabile X assuma valori maggiori o uguali del
doppio det valori assunti dalla variabile Y, vale a dire, X > 2Y.

a) Dobbiamo calcolare P(X = Y’). Sappiamo che

PX=k=PY =k =p(l—p)"", k=12,...
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Essendo le variabili X e Y indipendenti possiamo scrivere

“+oo
=Y P(X= ZP P(Y = k)
k=1
+oo
=> p(1=p)*'p(1 —p)!
k=1
+oo +oo
=P’ Y (1=pP* " =p*> (1-p)*
k=1 h=0

1—(1-p? 2-p
Poiché p = 0.4 ricaviamo P(X =Y') = 0.25.
b) Procedendo come per il punto precedente, possiamo scrivere

+o0
P(X > 2Y) ZP =k X >2k) =) P(Y =kP(X > 2k)

:ZP(Y:k)fP(X:

h=2k
+o00 +o0
=Y p(t—p)" Y p(1—p)"
k=1 h=2k
+o0 400
_ p2 Z(l _ p)k—l Z(l _ p)t+2k—1
k=1 t=0

k—1+2k—1

. 2+OO (1_17)
—p; 1—(1-p)

+o0 +oo
- p(l—p
:pZ(l _p)Sk 2 :pZ(l _p)3h+1 _ ( ) -
k=1 h=0 1_(1_p)
-7
14+q+q*

dove abbiamo posto ¢ = 1 — p. Sostituendo ¢ = 0.6 otteniamo P(X >
2Y) = 0.3061.
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Esercizio 3.38 (Es 3 del 19/9/02). Un operatore telefonico riceve in
media 5 chiamate ogni due minuti.

a) Calcolare la probaiblita che in un minuto non arrivino chiamate.
b) Calcolare la probabilita che in tre minuti non arrivino chiamate.

c) Calcolare la probabilita che in un minuto arrivino almeno due chia-
mate.

Denotiamo con X (¢) il numero di chiamate che I'operatore riceve nell’in-
tervallo di tempo (0,¢]. Si tratta di una variabile casuale di Poisson il
cui parametro A = g La distribuzione ¢ data da

€_>\t<)\t)k

P(X(t) =) = “— =,

k=0,1,2,...

a) In questo caso t = 1 e abbiamo

b) In questo caso t = 3 e abbiamo
P(X(3)=0)=e" 2 = 0.0006.
c¢) In questo caso t =1 e dobbiamo calcolare

P(X(1)>2)=1-P(X(1)<2)=1- <e—3 + ge—i) —0.713.

Esercizio 3.39 (Es 3 del 11/11/02). Gli incidenti mortali sul tratto di
autostrada Milano—Bergamo si verificano in media con una frequenza di
un incidente ogni 20 giorni e si puo supporre che il numero di incidenti
m un giorno sia distribuito come una variabile casuale di Poisson.

a) Calcolare la probabilita che in 10 giorni non si verifichi nessun
incidente mortale.
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b) Calcolare la probabilita che in 30 giorni si verifichi almeno un
incidente

c) Calcolare la probabilita che in 40 giorni si verifichino meno di 2
incidenti.

I1 numero di incidenti che si verificano nell’intervallo di tempo (0, t], dove
t ¢ espresso in giorni, ¢ una variabile casuale di Poisson, che indiciamo
con X () la cui densita di probabilita e data da

-t )\t k
P(X(t)—k)—%, k=0,1,...
Possiamo quindi calcolare le probabilita richieste ponendo A\ = % e

sostituendo 'opportuno valore di ¢.

a) Per t = 10 abbiamo P(X(10) = 0) = e~z = 0.61.

3

b) Pert = 30 abbiamo P(X(30) > 1) =1-P(X(30) =0) =1—e"2 =
0.78.

c¢) Per t = 40 abbiamo P(X(40) < 2) = P(X(40) = 0) + P(X(40) =
1) =e?2+2e2=041.

Esercizio 3.40 (Es 1 del 4/9/02). Il responsabile del controllo di qualita
di una ditta ha verificato che lo 0.06% degli oggetti prodotti con un certo
processo di fabbricazione sono difettosi. Determinare la probabilita che
i un campione di 1000 oggetti scelti a caso

a) non vi siano difettosi;
b) vi sia almeno un difettoso;
c¢) vi siano al pit due difettosi.

La probabilita di estrarre un pezzo difettoso e pari a 0.0006 e puo quindi
essere considerato un evento raro a cui si puo applicare la distribuzione di
Poisson di parametro, per il caso in esame, A = n-p = 1000-0.0006 = 0.6.
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a) La probabilita che non vi siano difettosi ¢ la seguente

06 .. (.6¢
P(X =0) = QT = 706 = (0.5489.

b) La probabilita che non vi sia almeno un difettoso ¢ immediatamente
determinata dalla precedente

P(X>1)=1-P(X=0)=1-¢"%=04511.

b) Infine, la probabilita che vi siano almeno due difettosi ¢ data da

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+ P(X =2)
— 0.5489 + 0.3293 + 0.0988 = 0.977.

Esercizio 3.41 (Es 2 del 12/9/95). In un grande bacino idrico sono di-
sperse delle particelle inquinanti, di piccole dimensioni e non interagenti,
di due tipi distinti: il numero medio di particelle di tipo A per em? di ac-
qua é my = 2.2; il numero medio di particelle di tipo B per em?® di acqua
e mp = 1.8. Supponiamo, inoltre, che il numero di particelle disperse in
acqua sequa la legge di Poisson e che il numero di particelle di tipo A sia
indipendente dal numero di particelle del tipo B. Determinare:

a) la probabilita di trovare una sola particella in un cm?® di acqua;
b) la probabilita di trovare almeno 370 particelle in 100 cm? di acqua;

c) la probabilita che il numero di particelle di tipo B superi il numero
di particelle di tipo A in 100 cm?® di acqua.

a) Indichiamo con A, il numero di particelle di tipo A in z em?® di ac-
qua e con B, l'analoga variabile ma per le particelle di tipo B. Dal
testo sappiamo che per x = 1 si tratta di variabili casuali di Poisson
rispettivamente di parametro 2.2 e 1.8. In generale abbiamo che

(2.22)ke22x

P(A, = k)= ""———, k=12...



100 CAPITOLO 3. ESERCIZI

e analogamente per la variabile B,. Indichiamo inoltre con S, la variabile
che conta il numero di particelle in  em? di acqua. Per l'indipendenza
di A, e B, si tratta di una variabile casuale di Poisson con parametro
(2.2 + 1.8)z. Quindi

P(Sl == ].) = 46_4

b) La variabile Sjgp puo essere vista come somma di 100 variabile casuali
di Poisson aventi parametro 4. Allora E(S199) = 400 e Var(Sig0) = 400.
Possiamo applicare il teorema del Limite Centrale e otteniamo, indicando
con Z la variabile casuale Normale standardizzata

5100 — E(Sloo) > 370 — 400
Val"(slo(]) o 20

P (Sio0 > 370) = P ( ) =P(Z>-15)

= 0.9332.

¢) Si deve calcolare P(Bjgp > Ajgo). Ciascuna della variabili considerate
puo essere approssimata con una variabile casuale Normale per il teorema
del Limite Centrale. Quindi anche la differenza Bygg— A19g. Abbiamo che
E (B100 - AlOO) = 180 — 220 = —40 Var (Bl()O - AlOO) = 180+ 200 = 400
e quindi

40

P(BlOO—A100>O):P(Z>%

) =P(Z >2)=0.0228.
Esercizio 3.42 (Es 3 del 10/9/93). Un sistema di 5 componenti dopo
100 ore di funzionamento non si arresta se 3 o piu dei componenti sono
ancora funzionanti. Un singolo componente si rompe se riceve almeno
due shock durante le 100 ore. Il numero di shock subiti da ogni compo-
nente e una variabile aleatoria di Poisson con parametro A = 1. St calcoli
la probabilita 7, che dopo 100 ore il sistema non si guasti.

Sia X la v.a. che conta il numero di shock subiti da un singolo
componente nelle 100 ore. Il componente non si rompe se X < 1. La
probabilita che il singolo componente non si rompa &

1 1 2
PX<1l)=-+4+-=-.

(& € €
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Sia R la v.a. che conta quanti componenti su 5 non sono rotti. R & una
v.a. Binomiale di parametri n =5 e p = % Il sistema non si arresta se
R > 3. La probabilita richiesta e :

9\ 5k
P(R > 3) ( ) (1 — —) = 0.2781 + 0.3872 4 0.2156

Mm

k=3
= (0.8809.

Esercizio 3.43 (Es 1 del 12/1/98). Un impianto industriale fabbrica
pezzi in serie ognuno dei quali ha probabilita p di essere difettoso. Du-
rante la produzione vengono prelevati casualmente n pezzi da inviare al
collaudo. Se al collaudo un pezzo risulta difettoso la perdita per l’azienda
e di 2 malioni di lire. Il costo per le operaziont di collaudo € di 0.5 milions
di lire al pezzo.

a) Determinare la legge di probabilita della variabile casuale X che
descrive il numero dei pezzi difettosi.

b) Trovare il valore atteso del costo globale per il collaudo degli n pezzi
prelevati.

c) Calcolare il valore atteso richiesto al punto b) quando p = 0.08 e
n = 20.

a) La variabile casuale X & una Binomiale B(n,p) e la sua legge &

n

P(X =k)= (k)pk(l —p)" % k=1,...,n
b) La variabile C' costo per 'azienda & definita come
C =0.5n 4+ 2X.
Abbiamo quindi
E(C)=0.5n+2FE(X) =n(0.5+ 2p).

¢) Nel caso richiesto E(C') = 20(0.5 + 0.16) = 13.2.
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Esercizio 3.44 (Es 2 del 21/1/94). La probabilita che una seggiovia si
arresty durante una risalita e pari a 0.2. Nell’ipotesi che la probabilita di
arresto sta sempre la stessa e che gli arresti avvengano casualmente ed
1 modo indipendente, calcolare:

a) la probabilita che si verifichino meno di 2 arresti in 5 salite;

b) il valore atteso e la varianza del numero di arresti in una giornata di
esercizio, nell’ipotesi che in una giornata di esercizio il numero di
risalite sia una variabile casuale di Poisson con parametro A = 200.

a) Indichiamo con X la v.c. “numero di arresti in 5 salite, si tratta di
una v.c. Bin(n = 5,p = 0.2). La probabilita richiesta ¢ quindi data da

5 5
P(X <2)= <o> 0.2°0.8° + <1> 0.2'0.8* = 0.7373.

b) Sia Y la v.c “numero di salite in un giorno. Se ci sono y salite in un
giorno, allora

Y

P(X =k]Y =y) = (k

)0.2’“0.8@/* k=1,...,y,

e quindi la variabile valore atteso condizionato E(X|Y) =Y -0.2 e quindi
E(X)=E(E(X]|Y)) =0.2E(Y) = 0.2 - 200 = 40.
Per il calcolo della varianza sappiamo che
Var(X) = E (Var(XY)) + Var (E(X|Y)) .
Calcoliamo quindi ogni termine:
E (Var(X|Y)) =E(Y0.2-0.8) =200-0.2- 0.8 = 32,

Var (E(X]Y)) = Var(Y - 0.2) = 0.2% - 200 = 8,
da cui Var(X) = 40.
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Esercizio 3.45 (Es 2 del 20/5/96). Si riprenda I’Esercizio 3.36. Il gua-
dagno nella vendita di un pezzo prodotto v ¢ dato dal ricavo meno il costo
di produzione. Tutti i pezzi non dichiarati difettosi vengono venduti; ogni
pezzo difettoso venduto comporta una spesa w di risarcimento o manuten-
zione o sostituzione. Sta N il numero di pezzi venduti su n prodotti; M
il numero di pezzi difettosi venduti sun prodotti, X il guadagno effettivo,
(cioé al netto delle spese w) su n pezzi prodotti.

a) Determinare la legge di N;
b) determinare la legge di M ;
c¢) determinare E(X);

d) posto n = 600 pezzi, v = 5 milioni al pezzo, p; = 0.97, p, = 0.03
p = 0.02, w = 20 maliont di lire al pezzo, calcolare il guadagno
effettivo atteso E(X).

Poiché si vendono solo i pezzi prodotti che sono dichiarati non difettosi la
v.c. N & una Binomiale B(n, q) dove n ¢ pari al numero di pezzi prodotti
e ¢ e pari alla probabilita che un pezzo sia dichiarato non difettoso. Con
le notazioni dell’esercizio 3.36 la probabilita che un pezzo sia dichiarato
non difettoso ¢ ¢ = P(F) =1 — (p1p + pa(1 — p))

b) La variabile M conta il numero di pezzi che su n prodotti sono effetti-
vamente difettosi. Si tratta ancora di una v.c. Binomiale B(n,r) dove r
e la probabilita che un pezzo venduto (cioé dichiarato non difettoso) sia

difettoso. Sempre con le notazioni dell’Esercizio 3.36 abbiamo
r = P(D N F) = P(F|D)P(D) = (1— P(F|D)) P(D) = p(1 — py).

c) II guadagno effettivo X & ottenuto come guadagno delle vendite al
netto delle spese per risarcimento. In formula & dato da X = Nv — Mw.
Il valore atteso e quindi

E(X) =vE(N) — wE(M) = vng + wnr

= n(v(1 = (pp+pa(1 = p))) — wp(1 = p1)).
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d) Sostituendo i valori assegnati otteniamo

E(X) = 600(5 (1—(0.97-0.02 + 0.03(1—0.02))) —20-0.02(1 — 0.97))
— 2846.

Esercizio 3.46 (Es 2 del 17/6/94). Per il 40% dei clienti di una so-
cieta bisogna ricorrere a strumenti particolari per il recupero dei crediti
contrattuali (clienti non affidabili). Si calcolino:

a) la probabilita che il numero di clienti affidabili sia maggiore di 250
i un campione casuale di n = 420 clienti;

b) la probabilita che la frequenza relativa dei clienti affidabili sia com-
presa tra 0.5 e 0.7 in un campione casuale di n = 420 clienti,

c¢) la numerositan del campione casuale di clienti affinché la frequenza
relativa campionaria di clienti affidabili sia compresa nell’intervallo
(0.55,0.65) con probabilita pari a 0.95.

Se scegliamo a caso un cliente questo risultera inaffidabile con una proba-
bilita pari a p = 0.40. Se scegliamo a caso 420 clienti e supponiamo che
la scelta avvenga secondo le ipotesi che definiscono il modello binomiale,
il numero di clienti affidabili nel campione e descritto da una variabile
casuale X ~ Bin(n = 420,p = 0.60). (Attenzione: si ¢ passati da
inaffidabili ad affidabili)

a) La probabilita richiesta ¢

420 420
P(X > 250) = P(X > 251) = < . ><0_60>k<0_ s0y20-+
k=251
— 0.56065.

Il risultato ¢ stato ottenuto utilizzando un programma che prevede il
computo delle funzioni cumulatrici delle diverse variabili casuali. Se si
provasse a iniziare il conto a “mano” il lavoro da fare sarebbe abbastanza
lungo. Utilizziamo quindi il teorema del limite centrale che ci permette
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di approssimare una v.c. Binomiale, quando n ¢ grande e per valori di
p prossimi a 0.5 con una v.c. Gaussiana di parametri p = np e 0% =

np(1 — p). Calcoliamo quindi:
w=mnp=420-0.60 = 252, o? =420-0.60 - 0.40 = 100.8.

La probabilita richiesta e

mxg%nzp<zz§kﬁﬁ

v100.8
Dove abbiamo indicato con Z la v.c. normale standardizzata. Il risultato
e stato ottenuto sempre con lo stesso programma. Se si hanno a disposi-
zione le tavole della Normale standardizzata si ricava ¢(0.09) = 0.5359.
Si osservi che il valore calcolato con I'approssimazione della normale si
discosta dal valore vero di 0.02. Un netto miglioramento lo si ottie-
ne operando la correzione di continuita che in questo caso equivale a
calcolare

> = 0.53967.

250.5 — 252
100.8

In questo caso l’errore che si commette nell’approssimazione € molto mi-
nore: solo 0.0012!

b) Chiedere che la frequenza relativa di clienti affidabili sia compresa nel-
I'intervallo (0.5,0.7) equivale a chiedere che il numero di clienti affidabili
siano un numero compreso tra i valori (210,294). Infatti la frequenza re-
lativa di clienti affidabili ¢ definita come Y = 4XTO' Quindi 0.5 <Y < 0.7
e equivalente a 0.5 - 420 < X < 0.7 -420. La probabilita richiesta e data
da

P(X > 251) = P(X >250.5) =P <Z > > = 0.55948.

210 — 252 294 — 252
P@mgxgw@EP<JL;lgzgf__i)
v/100.8 v/100.8

—P(—4<Z<4)=1

c¢) La v.c frequenza relativa Y = & puo essere approssimata per n grande
: ? 2 _ 0.60-0.40

con una v.c normale di parametri = p = 0.60 e 0° = === 1l valore

di n & da determinare in modo tale che sia

P(0.55 <Y < 0.65) = 0.95.
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Utilizzando I'approssimazione alla Normale possiamo ricavare n da

V(055 —0.60) . v/n(0.65 - 0.60))
V060-040 ~— ~  /0.60-0.40

P(0.55 <Y < 0.65) = P (

=0.95

da cui indicando sempre con ¢ la funzione di ripartizione della Normale
standardizzata ricaviamo

¢ (%) —¢ (— O%) = 0.95.

Se indichiamo con z(n) = 0% e con 1 —a = 0.95 possiamo trovare il

valore di n cercando il valore di z(n) per cui

Ba(m) =1- 5.

Nel nostro caso 1 — % = 0.9750 e le tavole della Normale standardizzata

ci forniscono z(n) = 1.960 da cui ricaviamo

(1.960)2

0.24 = 368.78 = 369.
(0.05)2

Quindi la numerosita del campione deve essere almeno di 369 unita.

Esercizio 3.47 (Es 1 del 8/2/99). Dal data base della manutenzione di
una fabbrica si e rilevato che la durata D in esercizio di un’attrezzatura
strategica, fino alla sua rottura, seque la legge di distribuzione Normale
con parametri up = 250 ore e op = 20 ore. Il tecnico della manutenzione
programmata ha deciso di sostituire sistematicamente [’attrezzatura dopo
un tempo d’esercizio sulltmpianto produttivo pari a 220 ore, senza cioé
aspettare che si guasti.

a) Calcolare il numero atteso di sostituzioni programmate da effettuare
prima della sostituzione d’emergenza per il guasto dell’attrezzatura.
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L’elevato costo di fermata dell’impianto per gli interventi di emergenza
dovuti ai gquasti dell’attrezzatura ha spinto il responsabile della manuten-
zione a proteggersi maggiormente dalle interruziont accidentali. Vuole
quindi fissare un tempo di esercizio standard prima della sostituzione pro-
grammata dell’attrezzatura tale che sia almeno dello 0.95 la probabilita
che l’attrezzatura stessa non si guasti prima della sostituzione preventiva
programmata.

b) Calcolare il tempo atteso di esercizio (in mesi) prima che l'impian-
to debba essere fermato d’emergenza per il guasto dell’attrezzatura
sapendo che l'impianto lavora a ciclo continuo per 700 ore al mese
e che il tempo per la sostituzione programmata e nullo.

a) Il nostro tecnico sostituisce I'attrezzatura dopo 220 ore se non ci sono
guasti, altrimenti si deve effettuare la sostituzione di emergenza. Indi-
chiamo con p la probabilita che si verifichi un guasto prima delle 220
ore. Il numero di sostituzioni programmate da effettuare prima di una
sostituzione di emergenza puo essere considerato come la determinazione
di una variabile casuale geometrica dove il successo rappresenta la sosti-
tuzione di emergenza cioe il fatto che il guasto si e verificato prima delle
220 ore. Quindi X =k per k£ = 0,1, ... rappresenta il numero di insuc-
cessi (cioeé numero di sostituzioni sistematiche) prima del primo successo
(cioe sostituzione di emergenza). Risulta quindi

E(X) = %.

Il parametro p ¢ determinato dal modello definito dalla variabile D. Si
ha

p=P(D<220)=P(Z < —-15)=1—-¢(1.5) =1 — 0.9332 = 0.0668

e quindi E(X) = 13.97. Cioe ci si possono attendere circa 14 sostituzioni
programmate prima di di effettuarne una di emergenza.
b) Il tecnico vuole trovare un tempo standard Dy in modo tale che P(D >

Dy) = 0.95. Quindi
Dy — 220

P(D>Dy)=P|Z
(D > Dy) (>20

> = P(Z > z) = 0.95.
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Dalle tavole si ricava z = —1.645 da cui Dy = 217.1. In questo caso il
tempo di esercizio prima che la macchina debba essere fermata per un
guasto di emergenza € una variabile aleatoria definita da T'= 217.1 - X,
per cui

0.95
E(T) =2171E(X) = 217.1—— = 4124.9,
0.05
che espressa in mesi equivale a 417%‘39 = 5.89 cioe circa 6 mesi.

Esercizio 3.48 (Es 3 del 21/1/94). Il gestore di un servizio di noleggi
giornaliery di slittini sa che il numero medio di noleggi in una giornata
festiva e di otto slittini. Nell’ipotesi che il numero di noleggi in un giorno
festivo sia una variabile di Poisson, calcolare:

a) la probabilita che in una giornata vengano noleggiati non pit di 5
slittini.

b) il valore atteso del tempo intercorrente tra due noleggi se é possibile
noleggiare slittini in una giornata festiva dalle 9 alle 185.

a) Sia X la variabile casuale “numero di slittini noleggiati in un giorno
festivo. Si tratta di una variabile di Poisson con parametro A = 8 con
I'intervallo di tempo in cui osservo il fenomeno fissato sull’orario di aper-
tura del noleggiatore che fissiamo come unita di tempo. La probabilita
richiesta e

b) Se il numero di noleggi in una giornata festiva si effettua durante 4 ore,

la variabile casuale T tempo di attesa (in ore) tra due slittini noleggiati e

una variabile Esponenziale di parametro A = % poiché un’ora rappresenta

}l dell’intervallo di tempo fissato nel quale ¢ osservato il fenomeno. Il
1

valore atteso & dunque: E(T) = § = £, cioé mezz'ora.

Esercizio 3.49 (Es 2 del 17/5/99). Il tempo di attesa dell’arrivo di un
correntista alla banca CIP € una variabile casuale esponenziale di media
5 minuti.
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a) Trovare la probabilita che il primo cliente arrivi nei prossimi 10
manuti;

b) trovare la probabilita che nei prossimi 10 minuti arrivino pit di due
clienti;

c¢) determinare la probabilita che il secondo cliente giunga alla banca
dopo 10 minuti.

Sia T la variabile tempo di attesa per I’arrivo di un correntista alla banca.
La densita di tale variabile e

frt)=Xe™, t>0, A>0.

Poiché E(T) = %, ricaviamo il valore del parametro A sapendo che
E(T) =5, da cui, A = 1.

a) Si tratta di trovare la probabilita che il tempo di attesa per I'arrivo
del primo cliente sia inferiore a 10 minuti. Quindi

10
P(T < 10) = / e Mdt =1 —e? = 0.8647.
0

b) Indichiamo con X; la variabile che conta il numero di clienti che ar-
rivano nell’intervallo (0,¢). Si tratta di una variabile di Poisson con

parametro At. Poiché in questo casot =10e A = %, si ha
100 5z -2
P(X;>2)=P(Xyg>2) = = 0.32332.
(Xi>2)=P(Xu>2 =} =

¢) Indichiamo con Y la variabile che descrive il tempo di attesa per 'arrivo
del secondo cliente. Si tratta di una variabile Gamma con parametri r = 2
e\ =1

5

L 2ie2
P(Y >10)=P(Xo<1) =) —

= e ?(1+2) = 0.40601.
[
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Esercizio 3.50 (Es 5 del 17/5/93). La suola portante di un forno indu-
striale ha un tempo atteso di durata di un anno e tre mesi; il cedimento
della suola e provocato da cause accidentali connesse alle operazioni di
carico e scarico e gli intervalli tra due cedimenti sono variabili casuali
esponenziali e indipendenti in probabilita . Si determinino:

a) la probabilita che il secondo cedimento si verifichi dopo il quarto
anno di funzionamento del forno;

b) la probabilita che in un anno si verifichino almeno due cedimenti.

Cominciamo con 'osservare che un anno e tre mesi e pari a 1.25 anni.

Sappiamo che il tempo T' di durata del forno e una v.a. Esponenziale di
parametro \. Per determinare il valore di tale parametro sappiamo dal
testo che E(T) = 1.25. Quindi, poiché E(T') = 5, determiniamo il valore
di A uguagliando % = 1.25, che risolta porge A = 0.8. Osserviamo inoltre
che il numero di cedimenti che si verificano in un intervallo di tempo
unitario (1 anno) ¢ una v.a. di Poisson con parametro A = 0.8. Mentre il
numero di cedimenti che si verificano in un intervallo di tempo ¢ misurato
in anni ¢ una variabile aleatoria di Poisson con parametro 0.8 - t.
a) Per le ipotesi fatte, la variabile aleatoria X, istante in cui si verifica il
secondo cedimento, ¢ una v.a. Gamma di parametri r =2 e A = 0.8. In-
dichiamo con Y; la v.a. che descrive il numero di cedimenti nell’intervallo
di tempo t. Si ha:

1 Ak ,—(0.8-4) 1 k—32)

k!
k=0 k=0
+oo k,—(3.2)
B (3.2)%e B B
=1- E T =1-—0.82880 = 0.1712,

dove il terzultimo passaggio ¢ stato eseguito per poter utilizzare le tavole
a nostra disposizione. Chiaramente il conto puo essere eseguito diretta-
mente!

b) Indichiamo con Y; la v.a. che descrive il numero di cedimenti in un
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anno. Si ha:

+oo k,—(0.8)
0.8
P, >2) =) % = 0.19121.

k=

)

Anche in questo caso il valore ¢ stato ottenuto dalle tavole. Se non
si hanno a disposizione il valore della probabilita puo essere ottenuto
direttamente:

Jhe=(08)

1
0.8
P z2) =1y T
k=0 ’

Esercizio 3.51 (Es 2 del 17/6/02). La distribuzione del tempo (in minu-
ti) che intercorre tra un arrivo e laltro di due telefonate ad un centralino

=1—e 0¥ (140.8) = 0.19121.

e una variabile casuale esponenziale avente densita
fit)y=Xxe, t>0, A>0.

a) Sapendo che la probabilita che intercorra pit di un minuto tra una
telefonata e Ualtra ¢ 0.5, calcolare il valore del parametro \.

b) Calcolare quindi la probabilita che in un minuto arrivino almeno
due chiamate.

c¢) Calcolare la probabilita che in tre minuti non arrivino chiamate.
Si tratta di una variabile casuale Esponenziale con parametro \.

a) Per determinare il valore del parametro dobbiamo risolvere ’equa-

zione oo
/ Ae Mdt = 0.5
1

Risolvendo l'integrale si ricava A = 0.6931472.

b) Sia Y; la variabile casuale che conta il numero di chiamate in t
minuti.

P(Y;>2)=1-P(Y; <1)=1- 08465736 = 0.1534264.
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c) Sia Y3 la variabile che conta il numero di chiamate in 3 minuti.
Y3 ~ Poisson(A - 3) = Poisson(2.079)

P(Y; = 0) = 0.125.

Esercizio 3.52 (Es 1 del 11/11/02). La durata di un utensile ¢ una
variabile casuale esponenziale avente densita

fx(z) = 0<z<l.

Se ['utensile si rompe all’istante x, l’azienda sopporta un costo relativo
al valore dell’utensile che puo essere dato da c-Y dove ¢ ¢ una costante
positiva e Y € una variabile casuale ottenuta trasformando la variabile
casuale X mnel sequente modo:

Y =X(1-X)
a) Calcolare la probabilitita che la durata dell’utensile sia minore di %
b) Quale ¢é il campo di variazione della variabile casuale Y ?
¢) Quale ¢é il costo medio che deve sopportare l'azienda?
Si tratta di una variabile casuale esponenziale troncata su [0, 1].

a) Dobbiamo calcolare

e " l—e2
1—e 1—e!

1/2
P(X <1/2) = / = 0.62.
0

b) Poiché X varia tra 0 e 1, Y varia ancora tra 0 e 1.
¢) Dobbiamo calcolare

1

1—e!

=0.16.

Il costo medio per 'azienda risulta pertanto c - 0.16.
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Esercizio 3.53 (Es 2 del 19/9/94). Una ditta produce e vende un certo
filtro industriale che ha un tempo di vita che seque una legge esponen-
ziale. La vita media ¢ di 2.5 anni e la ditta st impegna, per garanzia, a
sostituirlo se esso cessa di funzionare entro due anni.

a) Qual’é la probabilita che la ditta debba intervenire per un singolo
pezzo?

b) Che tempo di garanzia dovrebbe stabilire la ditta in modo da dover
intervenire in non pit del 10% dei casi?

La densita della variabile T" tempo di vita e
fr@)=xe™ t>0, A>0.

Sappiamo che E(T") = 2.5 da cui ricaviamo

E(T)=~=25

1
A
e quindi A = 0.4.

a) Basta calcolare

2
P(T<2) = / 0.4 0%dt =1 — e 7% = 0.55.
0

b) Dobbiamo determinare ¢ tale che P(T" < t) < 0.1. Che equivale a
risolvere la disequazione

1—e % <01
da cui si ricava t < 2.5ln% = 0.263.

Esercizio 3.54 (Es 4 del 10/9/93). La quantia X di giacenza giornalie-
ra di una certa materia prima ha media di 55 quintali, varianza 605 e
distribuzione di tipo Gamma. Calcolare:

a) la probabilita che la giacenza X di inventario giornaliero sia minore
alla soglia critica di 25 quintali;
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b) il valore critico xy quintali tale che risulti 0.05 la probabilita di avere
una giacenza d’inventario giornaliero piu bassa;

c) inoltre, calcolare il valore critico xo del punto b) precedente, nell’i-
potesi di assumere la distribuzione di X di tipo Normale;

a) La variabile aleatoria Gamma di parametri A ed r ha densita data da

o )\r r—1_—Ax
f(a:)—r(r>a: e x>0,

r

ed il suo valore atteso ¢ pari a { mentre la varianza ¢ pari a 5. Con i
dati a disposizione dobbiamo risolvere

da cui ricaviamo r =5 e A = 0.091. La probabilita e quindi

25 yr 4 6—0.09125(0_091 . 25)k
P(X < 25) = / — " le My =1—
( ) o I'(r) kZ:O k!
= 0.0809.

Se non si vogliono fare i conti si puo ricorrere alle tavole cumulate delle
distribuzione di Poisson. Poiché 0.091-25 = 2.3 dalle tavole della Poisson
cumulata ricaviamo

= 0.08

e 0015(0,091 - 25)F  IX €23(2.3)F
W X

k=0 k=5

b) Sara sicuramente xy < 25. Le tavole della distribuzione cumulata di

Poisson ci danno, per xy = 23

e 0023(0,001 - 23)F X e1(2.1)F
o =)~ =006

4
k=0 k=5

P(X <23)=1-—
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Per o = 21 ricaviamo

4 _0.091-21 k +< 19 k
B e (0.091 - 21) B e'?(1.9) B
P(X<2l)=1- ,;0 o = ,;5 - 0.04.

Proviamo quindi con zy = 22 ed otteniamo

4 _0.091-22 k +x 20 k
B e (0.091 - 22) B e*Y(2.0) B

k=0 ’ k=5

Quindi il valore richiesto e xy = 22.

¢) Se ipotiziamo che la giacenza sia una v.a. Normale di parametri y = 55
e 02 = 605 il valore critico lo troviamo ricorrendo alla standardizzazione
della v.a. X e quindi all'uso delle tavole della Normale standardizzata.

o — 55
P(X <xz) =P (Z < = 0.05.
v/ 605
ro—5d __

Dalle tavole ricaviamo che Joos = —1.645 e quindi xg = 15 quintali.

Esercizio 3.55 (Es 2 del 23/9/96). Siano X, e Xy due variabili casuali
Normali standardizzate e stocasticamente indipendenti e sia:

Vi=X,+ Xy, Yo=X7+XJ

a) Si determini il valore di y tale che
P (¥ >y) =P (¥, < E(¥) +2/Var(¥3)).

b) Si determini la funzione di densita della variabile casuale Y3 .

a) Dalle informazioni del testo deduciamo che la v.c Y} ¢ una v.c. Normale
di parametri 4 = 0 e 02 = 2, mentre la v.c. Y5 ¢ una v.c. Chi-quadrato
con parametro k = 2. Quindi sappiamo che

E(Yy) =2, Var(Yy) =4
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da cui ricaviamo
P <Y2 <E(Yy)+ 2\/\/&1«(5/2)) —P (Y <6).

E noto che la v.c. Chi-quadrato con due gradi di liberta e una v.c
Esponenziale di parametro A = % Quindi

6
1
P (Y, <6)= / ¢ Phdr=1- e =0.95.
0

Per trovare il valore di y basta quindi trovare quel valore per cui P(Ys >
y) = 0.95. Standardizzando e ricorrendo alle tavole della Normale stan-
dardizzata ricaviamo

Yy )
P(Z>-—"-)=095 —==-1645 y=—2.3264.
( ﬂ) V2 Y

b) La v.c Z = Y3 assume solo valori positivi. Ricaviamo quindi per z > 0
la funzione di ripartizione di tale variabile.

Fy(z) =P (Y7 <2) =P (- <Y, < V) =P (0< Y2 < V7)

Nz
= / 16_%%2 =1- e_%ﬁ.
0 2

La funzione di densita della v.c. Z risulta pertanto

Esercizio 3.56 (Es 2 del 8/7/96). Per proteggersi dal rischio di do-
ver scartare pezzi per sottolunghezza, un certo laminato viene fabbricato
da 0 a un metro piu lungo dalla lunghezza nominale richiesta e la ta-
ratura dell’impianto ¢ tale da produrre v pezzi con la sovralunghezza che
puo essere considerata una variabile casuale X distribuita uniformemen-
te nell’intervallo [0,1]. Sia Y la variabile casuale numero di pezzi che
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risultano difettosi alla lavorazione successiva e si assuma che la distribu-
zione condizionata di'Y dato X = x abbia una distribuzione binomiale
con parametri n e p = xT; cioe

P(Y =y|X =) = (Z) 2Y(1 — )"V,

Trovare la legge di probabilita di'Y e il numero atteso di pezzi difettosi
alla seconda lavorazione, cioe E(Y'); calcolare E(Y') quando n = 100.

La variabile Y assume i valori y = 0,1,...,n. Indichiamo con pyx(y|z)
la densita condizionata e con fx(z) la densita della v.c. X. Si ha:

PO =)= [ pclolfx@ds = [ (1) -0

— (Z) /01 /(1 — )" Vdr = (Z) I'(y +I£)(E(Z ;)y +1)
- (Z) y(!ithr_l?;!)! “ Tl)! = n—lk -

Lav.c. Y e dunque distribuita come una Uniforme Discreta di parametro
n + 1. 1l valore atteso ¢

= 1 1 < 1 nn+1) n
(¥) ;yrﬁ—l n+1;y ntl 2 2

Per n = 100 si ha quindi E(Y) = 50.

Esercizio 3.57 (Es 1 del 10/9/93). Sia data la sequente distribuzione di
frequenza

v 2] 4]6]8
filh [ o] fs |/

Calcolare la varianza sapendo che la distribuzione e simmetrica e che la
media armonica ¢ uguale a 4.




118 CAPITOLO 3. ESERCIZI

Innanzitutto affinché sia una distribuzione di frequenza deve essere
4

soddisfatta la condizione Z fi = 1. La media armonica ¢ definita come
i=1

1
VA
> i

Poiché M4(X) = 4 abbiamo che deve essere soddisfatta la condizione

Ma(X) =

S

- ZT; 47
=1
cioe ; I I f
1
1 2 3 41
2+4+6+8_4'

Inoltre poiché si richiede che la distribuzione sia simmetrica devono essere
soddisfatte le condizioni f; = fy e fo = f3. Quindi ci riduciamo a risolvere
il sistema

2fi+2f2=1

gf 1+ %f 2 = 411
che risolto da f; = f, = % e fo=f3= 1—%. La distribuzione di frequenza
risulta quindi

Z;

fi

Calcoliamo quindi il valore atteso:

4
3

0

(ST )

= Co

._
Bled o

1 3 3 1 50
E(X)=2- 44— +6—+8 = — =

510 ' 10 5_1_0_5’

e la varianza:

1 3 3 1 42
X)=(2-5)72-+(4—-572>— —5)2— —5) - = = =42
Var(X) = (2 —5) 5+( 5) 10+(6 5) 1O+(8 5) == 10
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Esercizio 3.58 (Es 2 del 4/9/02). La resistenza alla tensione di un

utensile ¢ descritta dalla variabile casuale X avente densita f(z) = £—1,

2
2 <z <k, determinare:

a) il valore di k che rende la funzione data una funzione di densita di
probabilita;

b) il valore atteso e la varianza della variabile casuale X avente la
densita determinata al punto a);

c) la probabilita che la tensione X sia minore o uguale a 2 + V2 e
commentare il risultato.

In generale, si definisce funzione di densita di una v.c. continua X
nell’intervallo [a; b] la funzione che possiede le seguenti proprieta:

D f(@) > 0, € [a,b] n‘)/ Fa)da = 1.

a) La funzione f(x) assegnata soddisfa il primo requisito. Per quanto
riguarda il secondo requisito, ¢ necessario determinare il valore di

k che soddisfa:
kox
/ (— . 1) do = 1.
9 \2

Risolvendo tale equazione si ricava k = 4. La funzione di densita e
dunque f(z) =5 —1per2 <z < 4.

b) Calcolo della media e della varianza di X:
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c) La probabilita richiesta ¢ la seguente

2++/(2)
ﬂxg@+v@ﬂ—é f(x)dz = 0.5,

pertanto il valore 2 + \/(2) ¢ quello mediano.

Esercizio 3.59 (Es 4 del 17/5/93). Sia X wuna variabile casuale con
funzione di ripartizione

Si determinino:

a) la funzione di densita di probabilita , il valore atteso e la varianza

di X ;

a) La densita della v.a. X si trova derivando rispetto a z la funzione di
ripartizione, essendo quest’ultima continua nell’intervallo considerato.

fx(z) = %F(az) = paP L.

Calcoliamo quindi i primi due momenti:

1 p+1
E(X) :/ pardz =2 -
0 p+1 0 p—|—1
1
E (X2) - / paPTlde = pa _ P
0 p+2), p+2

La varianza e dunque

_p» (Y p
wﬂx)_p+2(p+1>'_@+lﬁw+2y
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Esercizio 3.60 (Es 2 del 18/4/00). Sia X la variabile casuale che de-
scrive la resistenza alla trazione di un materiale. Supponendo che la
funzione di densita di X sia

fx(z) = 9679(17(1), x> a,

dove 8 > 0 e a > 0 sono due parametri reali che dipendono dal tipo di
materiale, calcolare:

a) P(X >EX)) ;
b) il quinto percentile di X.

a) Calcoliamo il valore atteso della variabile casuale X.

+oo +o0o 1
E(X) = / 20e 0= dy = / (y + a)fe % dy = g + a.
a 0
Possiamo quindi calcolare

1 o0
P(X > E(X)) =P(X > 2 +a) = / e 0= dx
§+a

“+o00
= / Qefeydy =1—¢!'=0.6321.
1

a

b) Il quinto percentile ¢ definito come il valore p tale che P(X < p) =
0.05. Calcoliamo dunque

D p—a
P(X S p) == / ge_e(x_a)dl‘ = / Qe_eydy =1 — e—@(p—a)
a 0
e ricaviamo p dall’equazione

1 — e %9 — .05,

la cui soluzione & ]
p=a—g log(0.95).
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Esercizio 3.61 (Es 3 del 12/9/95). Sia X wuna variabile casuale con
distribuzione avente densita

f(x)=ca® —1<z<2

a) Calcolare il valore della costante ¢ affinché f(x) possa considerarsi
una densita;

b) calcolare il valore atteso e la varianza di X ;
c) trovare la densita della variabile casuale Y = X?.

a) Innanzitutto la costante deve essere positiva. Inoltre deve essere

2
/ cx’dr =1
—1

Da quest’ultima si ricava 3c = 1 da cui ¢ =
b) Il valore atteso di X & dato da

1

w

? 5
E(X) :/ cxddr = 1

1

Per calcolare Var(X), calcoliamo prima il momento secondo di X

2 11
E (XZ) :/ crtdr = —
1 5
e quindi Var(X) = 2%

c¢) La variabile casuale Y = X? assume valori 0 < y < 4, poiché la
variabile X assume i valori —1 < z < 2. Osserviamo inoltre che 1 valori
0 <y < 1sono assunti da Y se X assume valori —1 < z < 1. Calcoliamo

la funzione di ripartizione per 0 <y <1

VY

P<Y§y>=P<—@sxsm:/ crtdr = /i
v
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e quindi la funzione di densita risulta

Risulta pertanto

VU, per0<y<1
fy(y) =9 §v/¥, perl<y<4
0 altrove.

Lasciamo verificare che si tratta di una densita. Occorre far vedere che

/14 fy(y)dy = 1.

Esercizio 3.62 (Es 1 del 23/9/96). Sia X una variabile aleatoria avente

per densita la funzione

L(3) FAC(5)
VT ’

Si dica per quali valori del parametro k f(x) é una densita di probabilita

. Inoltre:

-1 <z < +1.

fx) =

a) si determinino E(X) e Var(X);
b) si trovi il valore di k per cui Var(X) é massimay
c) si trovi il valore di k per cui si ha Var(X) = E(X).

Poiché T’ (%) = 7” la densita &

(1+kx)), —-1l<z<+1

f@) =5
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La prima condizione da verificare ¢ che f(z) > 0 per ogni z tale che
—1 < z < +1. Al variare di k le funzioni di densita costituiscono un
fascio di rette con centro nel punto di coordinate (0, %) Per £k = 0
abbiamo la retta parallela all’asse delle ascisse, che rappresenta la den-
sita Uniforme tra —1 e +1. Per k # 0 tali rette intersecano 'asse delle
ascisse nel punto z = —%. Sek >0 f(x) > 0solo se —% < z < 1, che solo
per 0 < k <1 coincide con l'intervallo —1 < x < +1. Se k <0 f(x) >0
solo se —1 <z < —%, che solo per —1 < k < 0 coincide con l'intervallo
—1 < x < +1. La seconda condizione che deve essere soddisfatta ¢ che
I’area sotto la curva della densita sia pari a 1. Se kK < —1 dobbiamo

vedere per quali k e soddisfatta

Eall

e
—/ (1+ ka)dx = 1.
2J

Calcolando D'integrale otteniamo (k + 1)* = 0 che & soddisfatta solo per
k=1. Se invece —1 < k <0

1 [
—/ (14 kx)dx = 1.
2,

risulta soddisfatta per ogni valore di k. Le stesse motivazioni si possono
ripetere nel caso di k£ > 0 e quindi possiamo concludere che f(z), —1 <
x < 1 & una densita per —1 < k < +1.

a) Con calcoli diretti si ottiene

1 [t k
B(X) = 5/1:;;(1 + ko) =,

1/t 1

BOC) =5 [ a4 ka)ds = g,
2/, 3

e quindi Var(X) = % — %. Si osservi che per k = 0 ritroviamo i valori

noti del valore atteso e della varianza della variabile aleatoria Uniforme.

. . N . 2 .. . .
b) La varianza di X & massima se % ¢ minimo, quindi per k£ = 0.
c¢) Per trovare il valore di k richiesto basta risolvere I'equazione

k1 kK

3 3 3’
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che si riduce a k? + 3k + 3 = 0. Risolta fornisce i valori k = #ﬁ dei

quali accettiamo solo k£ = #ﬁ

Esercizio 3.63 (Es 3 del 9/9/93). Una piastra ha forma di un quadrato
con lato | (in metri) che é una variabile casuale di densita

ml?
)= —~—
ed ha peso di 2 kg al m?. Sia K la variabile casuale peso della piastra:
a) calcolare il peso kg tale che sia 0.05 la probabilita di essere superato,
cioe tale che sia:

P(K > ko) = 0.05;

b) trovare la probabilita che la piastra pesi meno di 1 kg.

Indichiamo con L la v.c. lato del quadrato. Chiaramente deve essere [ > 0
e poiché I (%) = ‘/777 la densita di L diventa, dopo le semplificazioni:

fuy =21, 1>0.

La variabile peso della lastra quadrata ¢ definita come K = 2L?. Chia-
ramente anche K assume solo valori £ > 0. Troviamo la funzione di
ripartizione della variabile K. Per k£ > 0 abbiamo:

vk ﬂ)

FK(kz):P(ng:):P(QLng:):P(—Engﬁ

VE
=P _\/_Engﬁ :/ﬁ2le_12dl:1—6_§
V2 V2 0

Allora
k
P (K > /{Io) =€ 2
e quindi se vogliamo che P(K > ky) = 0.05 basta trovare il valore ky che
soddisfa e~ = 0.05. Ricaviamo ko = 5.9915.
b) Direttamente ricaviamo

P(K <1)=1-¢"7 =0.3935.
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3.4 Vettori Aleatori

Esercizio 3.64 (Es 3 del 22/9/97). Siano X e Y due variabili casuali
aventi la sequente funzione di densita congiunta:

f(ZE, y) =e Y (1 - 6_z> H(O,y) (x)]I(O,—I—oo) (y)
+e (1= e™) Loy (1) (0, 400) (7).

a) Calcolare il coefficiente di correlazione fra X eY.
b) Calcolare E(Y | X = x) per X > 0.
c¢) Stabilire se X e Y sono indipendentsi.

a) Il coefficiente di correlazione p(X,Y’) ¢ definito da

E(X,Y) - E(X)E(®Y)
V/Var(X)Var(Y)

p(X,Y) =

Per calcolare le quantia che compaiono nella definizione procuriamoci le
distribuzioni delle v.c. X e Y. Osserviamo che poiché f(z,y) = f(y, ) la
densita di X sara uguale a quella di Y. Abbiamo quindi per ogni x > 0:

fx(z) = /;OO eV (1—e™)dy+ /Ow e (1—e¥)dy

= (1 - e_’”) e’ +e” (x —e - 1)

= ge .

La funzione di densita di Y sara quindi fy(y) = ye™¥ per y > 0. Risulta
+oo
EY)=EX) = / e dz =T(3) = 2.
0

Si osservi che l'integrale puo essere calcolato direttamente. Per il mo-
mento secondo abbiamo

E(Y?)=E(X?) = /;OO e *dz =T(4) = 6.
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Quindi risulta Var(Y) = Var(X) = 6 —4 = 2. Calcoliamo il momento
misto del prim’ordine.

+oo Y
E(XY) = 2/ / xye Y (1 — e_x) dxdy
0 0

+o00 y2
= 2/ ye Y (5 +ye Y +e Y — 1) dy
0

Ricaviamo quindi p(X,Y) = 1
b) Per definizione di speranza matematica condizionata di Y dato X = x
abbiamo

EY|X =2) = ! /OZ *(1—e¥)dy+ ! /Ooe‘y (1—e™™)dy

re * re-

e [ a? o 1—e™™ R
== <E+xe ) +e7)
_x+2
=

c) La variabili aleatorie X e Y non sono indipendenti. Lo si deduce sia
dal punto a), perché se lo fossero si avrebbe p(X,Y") = 0, sia dal punto b),
in quanto se lo fossero la speranza condizionata non dovrebbe dipendere
da x.

Esercizio 3.65 (Es 1 del 22/9/97). La durata X in ore di un utensile
seque la legge Esponenziale di valore atteso E(X) = 2 ore. Calcolare
la probabilita che su 20 di tali utensili esattamente ny = 10, ny = 6,

ns = 4, abbiano durata compresa rispettivamente negli intervalli (0, 2],
(2,4], (4,400) ore.

Indicata con (Y7, Y2) una variabile casuale Multinomiale a parametri n =
20 =P(0< X <2)ep,=P(2 <X <4) la probabilita richiesta p &
data da

20! 10,.6,.4

=P(Y1=10,Y2 = 6) = 5rerp1 Paps (3.8)
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dove p3 & chiaramente P(X > 4). Calcoliamo quindi py, ps e p3. In-

dichiamo con fx(x) = %e_%x la funzione di densita della variabile X
otteniamo )
p1 = fx(@)dr =1—e' =0,632;
0
4
pe= | fx(@)dz=e'—-e?=0,233

2
p3=1—p —py=0,135.

Sostituendo nella (3.8) i valori trovati abbiamo finalmente
p=0,02.

Esercizio 3.66 (Es 2 del 22/9/97). I guasti al funzionamento di un
grosso mezzo per trasporti industriali interni si verificano in media nella
masura di 0,8 al mese e sequono la legge di Poisson. Consideriamo [’e-
vento G = “Verificarsi del terzo guasto dal tempo zero. Se l’evento G si
verifica prima che siano trascorsi due mesi, il costo per la societa é nullo
i quanto in questo caso il mezzo preso a nolo e coperto da garanzia; se
l'evento G si verifica tra il secondo e il quinto mese, la societa sostiene
un costo stimato in 8 miliont di lire; se G si verifica dopo il quinto mese,
il costo per la societa é di 5 milioni di lire. Calcolare il costo atteso per
la societa che ha preso a nolo il mezzo.

Indichiamo con X la v.a. numero di guasti del grosso mezzoe conT' lav.a.
tempo di attesa per il verificarsi del terzo guasto. Se X € una variabile
di Poisson con parametro A = 0,8 allora T' ¢ una variabile Gamma con
parametrir =3 e A = 0,8. Sia C' la v.a. costo per l'azienda. La variabile
C assume i valori 0, 8, e 5 rispettivamente se T'< 2,2 <T <5eT > 5.
Il valore atteso e quindi dato da

E(C)=0-P(T <2)+8-PR<T <5)+5-P(T>5).

La funzione di ripartizione della variabile T" ¢ data da (vedi formula (A.6)
dell’Appendice).
i 70 8t 0 8t)

Jj=1
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0,762. Da cui P(T <

dalla quale ricaviamo Fr(2) = 0,224 e Fr(5) =
(T" > 5) = 0,238 e quindi

2) = 0,224, P(2 < T < 5) = 0,538 ¢ P
E(C) = 5,5 milioni di lire.

Esercizio 3.67 (Es 1del 21/7/97). Sia (X,Y') una coppia di v.c. discrete
con funzione di probabilita definita nel modo sequente: p(1,1) = p(1,2) =

p(27 2) =3
a) Determinare le funzioni di ripartizione congiunta, F(x,y) e margi-
nali Fx(x) e Fy(y).
b) Calcolare il coefficiente di correlazione tra X e Y.

La distribuzione di probabilita congiunta del vettore (X,Y) ¢ riportata
nella seguente tabella:

Y|1]2

X
1]1
1 i
313
2 0 =
3

a) La funzione di ripartizione congiunta (provare a fare un grafico) risulta:

0 z<1lAy<l1
1
z z>21v1i<y<?2
F =3 - -
x (@) 2 1<z<2Vy>2
1 z>22Vvy>2

Dalla tabella della funzione di probabilita ricaviamo le funzioni di ripar-
tizione marginali:

r <1

1<x<?2

T >2

Fx(l‘) =

— win O
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0 y<1
Fy(yy =93 1<y<2
1 y>2
b) dobbiamo calcolare
p(XY) = Cov(X,Y)
\/ Var(X)Var(X)

ricordando che Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Facendo i conti si
ottiene: FX = %, LY = g, EXY = % (la definizione di momento misto
di ordine uno & riportata in appendice, formula (A.1)), Var(X) = 2 e

9
Var(Y) = 2. Da cui p(X,Y) = 1.

Esercizio 3.68 (Es 1 del 20/9/93). Una macchina composta da due com-
ponenti A e B cessa di funzionare se uno dei due componenti si rompe.
I tempi di durata Ty e Ty delle componenti A e B sono variabili casuali
indipendenti in probabilita di tipo esponenziale e di parametri rispetti-
vamente Ag e Ag. Sia Ty la variabile casuale “tempo di durata della
macchina M. Si determinino:

a) la funzione di densita di probabilita della variabile casuale Ty, il
suo valore atteso e la varianza,

b) la probabilita P4 che la macchina M cessi di funzionare a causa
della rottura del componente A;

c¢) i walori di Ay e Ap in modo che sia Py = 0.25 ed E(Ty) = 1;

d) se Ay e A hanno i valori di cui al punto c), qual ¢ la probabilita
che su 100 macchine del tipo M che funzionano indipendentemente
luna dall’altra, piu del 75% si guasti per effetto della rottura del
componente B;

e) se Aa e Ag hanno i valori di cui al punto c), e se si utilizzano in
successione macchine del tipo M fino ad osservare 5 quasti dovuti
al componente A, qual é il valore atteso del numero aleatorio N di
macchine da utilizzare? Qual & la varianza di N ?
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a) La variabile casuale T); & definita come:
TM = min {TA, Tb} .
Si ha quindi

=1-P(Ty>1t)-P(Tg>1t)=1— e alest
-1 6_(>\A+>\B)t’

che ¢ la funzione di ripartizione retrocumulata della variabile Esponenzia-
le di parametro A4+ Ag, come del resto si verifica direttamente derivando
rispetto a t. Si ha allora

1 1

E(TM) = —)\A i )\B Var(TM) = —()\A i )\B)Q‘

b) La macchina M cessa di funzionare a causa della rottura del compo-
nente A se si rompe prima il componente A. La probabilita richiesta e
dunque:

+oo 0
Py =P(Ty < T)=P(Ty — T <0)= / / Ape T\ ge MY dyda
0 T

= /+°° /0 e_’\Bx(l — e My =1 — s M
B 0 * B M+ A+ A

c¢) Dobbiamo risolvere il sistema

A _
{ﬁ —0.25

1 —
Aa+AB - 1

che risolto ha come soluzione: Ay = 0.25 e A\g = 0.75.

d) Indichiamo con X la variabile numero di guasti dovuti alla rottura del
componente B su 100. Si tratta di una variabile casuale Binomiale di
parametrin = 100 e p = Pg = 1 — P4 = 0.75, dove abbiamo indicato con
Pg la probabilita che la macchina M si guasti a causa della rottura del
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componente B. Pg e il complemento ad uno di P, poiché la macchina
M cessa di funzionare a causa della rottura del componente B se tale
componente si rompe prima del componente A: Pgp = P(Tp < Ty) =
1 —P(T4 < Tg). La probabilita richiesta ¢ data da:

100 100
P(X>75)=1-)_ ( L )0.75k0.25100—k
k=0

—1-p (25 B
v100-0.75-0.25/) 2

dove, per calcolare la probabilita richiesta, abbiamo utilizzato 1’appros-
simazione di una variabile Binomiale standardizzata con una normale
standardizzata Z.

e) La variabile N conta il numero di macchine da utilizzare fino a quan-
do non si sono ottenuti 5 guasti dovuti alla rottura del componente
A. Si tratta di una variabile casuale Binomiale Negativa di parametri

r=5ep = Py = 0.25. Sappiamo che E(N) = L= % = 20 e
Var(N) = 022 = 2072 — 60,

Esercizio 3.69 (Es 2 del 12/1/98). Si riprenda [’esercizio 3.50. Il costo

globale atteso per il collaudo degli n pezzi € ritenuto troppo elevato. Per-

tanto si decide di collaudare m pezzi prelevati casualmente in blocco dal

PTIMOo campione.

a) Determinare la legge di probabilita della variabile casuale Y che de-
scerive il numero di pezzi difettosi nel secondo campione.

b) Calcolare per p = 0.08, n =20 e m = 5 la probabilita di ottenere piu
di due pezzi difettosi.

c) Calcolare il valore atteso del costo globale per il collaudo degli m pezzi
prelevati.

Si ha che (I) (n_x)
Yy Nm7ys

(m)
per max(0;m + 2 —n) < y < min(m;z). Cerchiamo di capire il perché.
Che si tratti di un modello ipergeometrico lo si deduce dalla descrizio-
ne dell’esperimento: dobbiamo contare i successi (per noi il successo e

PY =ylX =2)= pY|X:x(y’I) =
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costituito da un pezzo difettoso) quando estraiamo in blocco m palline
(i pezzi) da un’urna che ne contiene n di cui = che costituiscono il suc-
cesso. Il numero dei pezzi difettosi nel secondo campionamento dipende
dal numero di pezzi difettosi nel primo. Se vi sono x pezzi difettosi nel
primo campione non ve ne potranno essere piu di min(m;x) nel secondo.
Se invece il numero di pezzi che estraiamo nel secondo campione e tale
che m > n — z allora in questo ci saranno almeno m + x — n pezzi difet-
tosi, quindi i pezzi difettosi devono essere piu di max(0;m + z —n). Per
ricavare la funzione di probabilita di Y ricavo prima la funzione di pro-
babilita congiunta di (X,Y’) e quindi la marginale di Y da quest’ultima.
Abbiamo

P () = Py (ylo)px(e) = % ()=

con 0 <z <ne max(0;m+zx—n) <y < min(m;z), dove px(z) &
la legge di probabilita della v.c. X. Per ricavare la legge di probabilita
marginale di Y osserviamo che si ha y < x <y +n —m e quindi

o=y () (e

) r—y

con 0 <y < m, da cui ricaviamo che Y ¢ una variabile casuale binomiale.
b) Dobbiamo calcolare

P(Y >2) = i (5) (0.08)¥(1 — 0.08)>"¥

k=3 Y
= 0.0045.
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¢) In questo caso abbiamo E(C) = m(0.5 + 2p) = 3.3.

Esercizio 3.70 (Es 2 del 22/6/99). Con riferimento all’Esercizio 3.4,
indichiamo con X eY le variabili casuali che descrivono il numero che
contrassegna il pezzo estratto rispettivamente alla prima e alla seconda
estrazione. Si deduca se le due variabili casuali sono indipendenti o meno.

Le variabili X e Y possono assumere i valori 1,2,...,n. Dall’Esercizio
3.4, abbiamo che per i # 1 e per ogni j

Mentre

P(X =i)P(Y =j) = i (ﬁ+%)

L’unico valore per cui le due quantita sono uguali € n = 1. Le variabili
X e Y quindi non sono indipendenti.



Appendice A

Formulario

Il momento misto di £XY di due variabili aleatorie discrete X e Y aventi

distribuzione di probabilita p(xz;,y;) € definito come

EXY = Z Z zy;p(Ti, Yj).-
i
Se0<p<1
+oo
Sr=it,
n=0 1- p
Quindi
+oo
St
n=1 1- p

f(n+2_1)g’k: T

BRCEEN

(A.3)

(A4)

(A.5)

Se X ¢ una v.a. Gamma di parametri A e r, la funzione di ripartizione ¢

data da R
"L eM(Nt)
Fr(t)=1-)_ g,,).

=1

135

(A.6)



136 APPENDICE A. FORMULARIO

Siano Xi,..., X, v.a. indipendenti e identicamente distribuite come X.
Indichiamo con Fyx e con fx rispettivamente la funzione di ripartizione
e la densita della v.a. X. Allora la funzione di densita delle variabili
U =min{Xy,...,X,,} e V = max{Xy,..., X,} ¢ data rispettivamente
da

fulw) =n (1= Fx(w)"™" fx(w), (A7)

fr(v) =n(Fx(0)"" fx(v). (A-8)

La funzione I' ¢ definita nel seguente modo
+oo
[a) = / M0 lem 2, (A.9)
0
La somma dei primi n numeri interi e data da

= n(n+ 1)
’; h=—pF— (A.10)
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